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La restituzione prospettica: 
teoria e applicazioni

Laura Inzerillo

Una buona conoscenza, teorica ed operativa, del sistema proiettivo 
della prospettiva deve consentire, anche se talvolta con difficoltà di 
scelta e di applicazione, la comunicazione grafica intellegibile di ogni 
pensiero dello spazio geometrico articolato. Un’oculata gestione per-
sonale del bagaglio cognitivo, effettivamente disponibile e consapevol-
mente rispondente, di costruzioni geometriche codificate, deve fornire 
al pensiero del tridimensionale ogni supporto per ottenerne, nella pro-
posta immagine bidimensionale la più certa e pronta veridicità. 

La preoccupazione di facilitare ed assicurare il pronto riconosci-
mento del messaggio grafico è la premessa dell’affidabilità nel rappor-
to del riferire e del capire. 

Il disegno deve stimolare la sensibilità al riconoscimento inequivo-
co, poiché, per dovizia dell’estensore e abilità del lettore, il prodotto 
contiene adeguati indizi per orientare l’occhio e la mente alle osserva-
zioni e decisioni pertinenti; ma ciò non basta. Serve ed è assolutamente 
imprescindibile la determinazione di vera forma e grandezza del tutto, 
fino ad ogni dettaglio componente; deve essere possibile rispondere 
alle predette indisponibilità ed ovviare alle ermeticità, deducendo, ri-
costruendo, restituendo ad ogni elemento la descrizione reale e non 
apparente. 

Obiettivo di questo studio è quello di fornire una metodologia di 
intervento nel delicato processo di restituzione prospettica che con-
senta di affrontare qualunque difficoltà si presenti in una ricerca com-
plessa come quella che investe le opere realizzate in prospettiva solida. 
Attraverso un excursus di esempi teorici si arriverà alla restituzione di 
una formella bronzea presente nella Cattedrale di Palermo.
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Introduzione

La restituzione prospettica, così come quella assonometrica ortogo-
nale e obliqua, su uno o più quadri e grafo numerica, si giova molto 
spesso del ribaltamento di piani e dell’omologia di ribaltamento; alla 
base di ogni possibile via c’è il ragionamento e non si tratta di pro-
cesso inverso, come qualcuno conclude con leggerezza. Certamente è 
palese l’inevitabilità del richiamo di concetti e metodologie elemen-
tari e avanzati, acquisiti, canonici o innovativi, in uso per costruire 
l’immagine prospettica; in uno studio, gradualmente approfondito, è 
prevedibile che il restituendo disegno possa non essere disponibile, 
bensì previamente costruito.

Lo studio riportato di seguito conduce il lettore dalla restituzione di 
un punto a quello di un cubo e di altre forme solide attraverso un per-
corso cognitivo consapevole e guidato. Nelle applicazioni esposte si 
affronta, soventemente, il problema del ‘fuori campo’ ovvero quando 
un elemento o più elementi non entrano nel campo della rappresenta-
zione. Questo problema è considerato da molti studiosi del settore, su-
perato grazie all’uso del mezzo informatico dove non esistono i confini 
del foglio. Tuttavia, nella scuola di Geometria Descrittiva (di cui la ex-
Facoltà di Ingegneria ne ha sempre vantato l’appartenenza), gran parte 
delle soluzioni geometriche innovative di rappresentazione sono state 
dedotte proprio da studi che cercavano di risolvere questo problema 
in tempi in cui l’informatica era solo un sogno avveniristico. Inoltre, mi 
permetto di affermare che la ricerca di certe soluzioni a certi problemi 
è un esercizio mentale geometrico che conferisce a chi lo esercita confi-
denza con la prospettiva nella lettura e nell’applicazione anche a mano 
libera in cantiere o durante una lezione. 

Ma non è tutto: la ricerca della soluzione ai problemi del ‘fuori 
campo’ diventa imprescindibile quando si devono riportare, come in 
questa sede, esiti di ricerca su un foglio cartaceo dove, ad esempio il 
punto di vista è troppo lontano per essere riportato e si dice che c’è, più 
giù ad una distanza imprecisata ed immaginaria. Infine, la conoscenza 
di certe problematiche consente un uso più veloce e consapevole del 
mezzo informatico.

L’elaborazione finale, applicata ad una formella dell’urna bronzea 
di santa Cristina posta all’interno della Cattedrale di Palermo, restitui-
sce concretezza operativa alla teoria trattata, motivandone i lineamenti 
a volte apparentemente tortuosi. La metodologia adottata ha previsto 
l’uso del modello realizzato in 123D Catch e successivamente analizza-
to su Rhino, quindi restituito in ambiente Cad.
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Restituzione di un punto A, nota la sua prospettiva 
sul quadro prospettico π.

Innanzi tutto è necessario riflettere sulla completezza dei dati; oc-
corrono diverse precisazioni, affinchè la domanda proposta risulti pro-
ponibile, accolta e soddisfatta.

Sia dato il punto A’ sul quadro piano π, prospettiva di A, punto del-
lo spazio, del quale si chiede di determinare, mediante la restituzione 
prospettica, le coordinate relative ad un riferimento opportunamente 
scelto, idoneo all’obiettivo.

Se il punto A’ è un punto isolato, cioè non appartiene alla prospet-
tiva di una linea, piana o sghemba, o di una retta o di un piano o di 
una superficie piana o gobba, da solo non può assumersi proiezione 
prospettica del punto spaziale A, sufficiente a produrne la restituzione 
spaziale. Deve risultare associato al punto Aα’, dato e assunto come 
rappresentazione prospettica della proiezione ortogonale Aα di A su 
un piano α, di cui siano unitamente assegnati gli elementi grafici in-
dispensabili a definirlo e, a sua volta, a restituirlo. Il punto proprio 
A’ sul quadro π può rappresentare la proiezione, incompleta, di un 
punto dello spazio, A, proprio, ma anche improprio; se il punto A’ è 
improprio, esso può rappresentare la prospettiva di un punto A, im-
proprio, ma anche proprio. Il piano α è definito sul quadro π da una 
retta traccia tα e dalla fα’, retta di fuga, prospettiva della retta impropria 
di α; ed ancora, la giacitura del piano α non è ricostruibile in assenza 
del gruppo Fnπ’ ed Fnπ’-(V). Con Fnπ’ si indica il punto di fuga delle rette 
ortogonali al quadro π, (altrimenti noto come punto principale); il seg-
mento Fnπ’-(V) si intende ribaltato su π; la sua misura va letta alla scala 
grafica unitaria adottata su π e sempre da indicare. Il valore risultante 
è la distanza dV-π, π, (altrimenti noto come raggio del cerchio di distan-
za); se Fnπ’-(V) è così lungo da portare (V) fuori campo, se ne considera 
un’aliquota (Fnπ’-(V)): x.

Nella pratica informatica molte indicazioni non sono graficamente 
riportate, rendendo l’immagine illeggibile; per esempio, la collocazio-
ne spaziale di A attraverso A’, apparentemente librato in aria, è visiva-
mente impedita per assenza del riferimento e può essere resa nota solo 
come risposta strumentale.

Mi sembra che l’assuefazione a tante leggerezze dell’immagine in-
formatica comporti l’esclusivo voler vedere subito tantissime prospet-
tive e credere di leggere; si è passati dal voler apprendere il perché e 
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operare in conseguenza, si è passati al come si fa, senza il perché, pur 
di fare e, con l’avvento informatico, al delegare lo strumento tutto fare, 
da semplici e generici fruitori, esperti estrattori di figure.

Non è sostenibile un confronto; è troppo diversa ed estranea la 
portata dell’ausilio strumentale unitamente alla profonda padronan-
za delle sue inusitate prestazioni grafiche, stupefacenti, incredibili, 
utilissime.

La pratica informatica apre alle imprevedibili, spettacolari e irri-
nunciabili sperimentazioni; il tradizionale possesso della preparazione 
di base in geometria del disegno, a fronte di oneri esecutivi insosteni-
bili e dissuasivi, offre risultati limitati. 

Si definisca, dunque, il quadro π, (Figura 1), assegnando Fnπ’ e la 
distanza Fnπ’-(V)1/2 pari alla metà della dV-π, liberamente grande quanto 
si vuole.

Il disegno prospettico non è vincolato o costretto al rispetto di va-
lori prefissati, angolari, dimensionali, di posizione; scelgo liberamente 
per ottimizzare l’immagine che otterrò; (V) ricade fuori campo e dovrò 
imparare a utilizzarlo il meno possibile. 

Scelgo V lontano dal quadro per ottenere una immagine gradevole 
e serena, priva di angolature aberrate e viste proprie di riprese stru-
mentali, giustificabili solo per indisponibilità di campo.

Fig. 1. Restituzione di un punto.
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Dall’impostazione dei dati discende una immagine prospettica ge-
ometrica bidimensionale di un modello a scala ‘visto solo da V’, che 
può suscitare nel fruitore del disegno effetti descrittivi, statici, selettivi, 
decodificanti una, unicamente quella, versione apparente dell’oggetto. 

‘L’occhio V’, punto adimensionale centro di proiezione esclusiva-
mente geometrica, liberamente e opportunamente posizionato, esente 
da disturbi e impedimenti, consente adeguate rispondenti a libere e 
prefissate proposte di trasparenze, esposizioni, articolazioni e con-
nessioni. Invece, la vista diretta, binoculare, stereoscopica, si carica di 
emotività promosse da una percezione visiva a quadro mobile e non 
piano, soggetta a innumerevoli parametri ambientali, fisici, etc. Dal 
confronto non si ravvisano alternative; l’occhio umano e l’oggetto rea-
le non c’entrano alcunché con l’immagine ricavata, costruita e portata 
all’analisi imprevedibile di un osservatore indeterminabile al fine au-
spicato di sollecitarne l’attenzione alla individuazione dei particolari 
messaggi e delle innumerevoli valutazioni che la geometria può e deve 
esprimere e ispirare.

Ritornando alle considerazioni sugli altri dati evidenziati in figura, 
il punto A’ è la prospettiva da V su π del punto A; non posso restituirne 
la posizione rispetto a π, quadro già definito dai dati discussi; non so 
se è lontano o vicino, alto o basso, al di qua o al di là di π. Per rendere 
definitiva e definita la sua collocazione, si scelga liberamente un piano 
α, per esempio, un piano ortogonale a π ed orizzontavle; lo si defini-
sca attraverso la retta di fuga fα’, contenente Fnπ’, e la retta traccia tα. 
Ora si può considerare la proiezione Aα di A ortogonalmente ad α e 
indicarne liberamente sulla verticale per A’ la prospettiva Aα’; più giù 
è posizionato Aα’ e più alto risulta A rispetto ad α. Il piano parallelo a 
π, condotto per V nello spazio, interseca π secondo una retta parallela 
alla tα, denominata retta limite di α; nel caso in figura, il relativo ribal-
tamento su π per rotazione intorno alla tα la porta fuori campo. Se si 
muove Aα’ in giù, aumenta la quota di A, il quale, però, si avvicina al 
piano per V già considerato; si può ipotizzare di porre il dato anche 
fuori campo, superando la retta limite, liberamente. 

Del punto A, nel sistema di riferimento proiettivo costituito dai dati 
già dichiarati, si determinare la distanza dA-π=TnA-(Aα) di A da π (in 
prospettiva TnA-Aα’), l’eccentricità eA-β= TnA-1 di A dal piano β proiet-
tante verticale ortogonale a π, definito dalla traccia tβ sovrapposta alla 
fuga fβ’, entrambe sovrapposte alla Fnπ’-(V)1/2, (in prospettiva distanza 
di Aα’ dalla tβ) e la quota qA-α= TnA-2 di A su α, (in prospettiva Aα’-A’); 
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ricavate le predette, la collocazione spaziale del punto A risulta preci-
samente restituita. In alto a destra, il particolare chiarisce come, per si-
militudine, disponendo di Fnπ’-(V)1/2, metà di Fnπ’-(V), si possa procede-
re in sequenza alla determinazione di Aα’-TnA- Fnπ’=nA’, di (nA) condotta 
per TnA, di (V)1/2- (Aα)1/2 - Aα’, di dA-π=TnA-(Aα) doppio di TnA-(Aα)1/2, di 
eA-β= TnA-1, di A’- Fnπ’ e, infine, di qA-α= TnA-2.

Sul tema della restituzione della collocazione di un punto A, dispo-
nendo dei suoi dati prospettici sufficienti, possono proporsi tanti altri 
casi; per esempio, i dati a corredo possono indicare un punto A molto 
lontano da V; ovvero riferirsi a due rette incidenti nel punto, ricadente 
in campo o fuori campo; etc.

Nel caso esaminato, le immagini B’ e Bα’ di B sono in campo, ma la 
vicinanza di Bα’ alla fα’ segnala la grande distanza di B dal quadro π; 
il punto B’ indica per B una collocazione sotto α, a quota relativa ne-
gativa e di valore notevole; l’eccentricità di Bα’ a destra della tβ, lascia 
prevedere un valore molto alto dell’eccentricità; in conclusione, le tre 
coordinate della restituzione devono essere rappresentate in aliquote, 
per esempio, al decimo della effettiva misura.

Si consideri un segmento (Figura 2) che abbia per estremo Bα’, per 
esempio Tr- Bα’ e si ricavi in Tr- Cα’ il decimo prospettico; si scelga Bα’-
1 parallelo ad fα’, lo si riporti dieci volte in Bα’-10; con Tr-10 si ricava 
F’ e con F’-9 ottengo Cα’. Per il teorema di Talete, applicato sul fascio 
prospettico di rette parallele di fuga F’, il tratto di retta secante Bα’-10 
parallela a π, divisa in dieci nella realtà e in prospettiva, implica che 
anche sul corrispondente tratto della secante Bα’-Tr si ottiene la predet-
ta suddivisione in dieci segmenti in realtà pure uguali fra loro; Tr- Cα’ è 
la prospettiva di un decimo di Tr- Bα’.

Per Cα’ si conduca la Fnπ’- Cα’-Tn=n’, e per Tn la (n); la (V)1/2-Cα’ vi 
definisce il punto 11 e raddoppiando Tn-11 si ottiene in Tn-( Cα) la di-
stanza di Cα da tα, pari al decimo della distanza di Bα da tα; il segmento 
dieci volte Tr-Tn rappresenta la distanza di Bα da tβ; la verticale condotta 
per Cα’ individua C’ sulla Tr-B’ e la Fnπ’- C’ ricava (C) sulla ((n); infine la 
Tn-(C) rappresenta il decimo della quota di B rispetto ad α.

Il particolare in basso mostra la divisione del segmento P-Q di α in 
tre parti uguali; i tre segmenti Pα’-16, 16-15, 15- Qα’sono prospettica-
mente uguali.

Il particolare in alto spiega che, date fra tα ed fα’ rette parallele a tα 
e distanti da fα’ metà, un quarto, un ottavo, etc. della distanza fra tα ed 
fα’, sono prospettive di rette di α parallele a tα e la cui distanza reale da 
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essa è pari a una volta, più due volte, più quattro volte, etc., la distanza 
V-π.

Si può disegnare, con tali rette su π, una scala delle profondità su α, 
a partire da tα; il rapporto tra profondità reale e posizione prospettica 
fra tα ed fα’ consente, anche ad occhio, una valutazione approssimata 
per la scelta delle aliquote operative in campo.

Un punto P’, prospettiva di P (Figura 3), fuori campo, sia definito 
dalla retta che lo contiene, r (r’, P’) di fuga Fr’, e, su α, dalla rα (Fr’, rα’, 
Trα, Pα’), con P’- Pα’ verticale. Le coordinate di Pα sono ricavate secondo 
la nota sequenza: naP’= Fnπ’- Pα’; TnaP; (naP); (V)1/2- Pα’; (Pα)1/2; 2 TnaP-(Pα)1/2= 
TnaP-(Pα), distanza di P da π; 0-TnaP, eccentricità di P; per la quota si 
unisce Fnπ’ con P’ fuori campo, intersezione fra r’ ed s’, mediante i trian-
goli omotetici 1- Fnπ’-2 e 3-4-5; Fnπ’-5-P’=nP’; la verticale per il 6, punto 
medio di Fnπ’- TnaP ricava il 7; 6-7=hP-α/2 è la metà della quota di P su α.

Fig. 2. Restituzione di un punto con (V) fuori campo.



Prospettive architettoniche752

Di un punto Q, al finito, si possono avere entrambe le proiezioni 
prospettiche Q’ e Qα’ fuori campo; Qα’sia definito, su π, per intersezio-
ne delle rette a e b; fuori campo la verticale c di π, condotta per Qα’, 
individui Q’ sulla d, ancora fuori campo (Figura 4). 

Appoggiandosi alle rette a, b, con due triangoli omotetici (non se-
gnati), si ricava la retta q’=Fnπ’- Qα’, di traccia TQ; per dividere prospet-
ticamente TQ- Qα’ in tre parti, riporto TQ-1=1-2=2-3 sulla tα e, con due 
triangoli omotetici (non segnati), si ricava la retta e’= Qα’-3-F’; con F’-1 
ottengo TQ- Qα’1//3 sulla q’. 
La (V)1/3- Qα’1//3 intercetta il 4 sulla verticale condotta per TQ; TQ-5=3volte 
TQ-4 è la distanza di Qa1//3 da tα; infine, la distanza di Qα’ da tα è tre volte 
TQ-5. L’eccentricità di Qa1//3, di Qα e di Q risulta pari a 6-Tq; riducendo 
il sistema ad ¼, sposto il 7 in 8 e ottengo la a1/4, il 9 nel 10 e ottengo la 
b1/4, che interseca in 11 su q’ la a1/4 ; la verticale condotta per il punto 11 
individua il 12 sulla d1/4; la Fnπ’-12 contiene il punto Q’, fuori campo; la 

Fig. 3. Prospettiva di P fuori campo.
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quota di Q su α è Tq-13; se il 13 è fuori campo, si ricava la metà della 
quota per similitudine; osservo che la b1/4 è superflua.

Un altro caso molto interessante è quello in cui le due prospettive 
di un punto sono improprie. Dati Fnπ’, (V), fα’, tα, si assegnano le due 
prospettive di un punto R entrambe punti impropri, indicate su π con 
le direzioni Rimpr., Rα impr; il punto Rα’ impr è il punto improprio della 
retta rα’ parallela alla direzione Rα impr, di fuga Fnπ’ e di traccia Trα. Con 
il ribaltamento intorno a tα la rα’ si porta in (rα) ortogonale a tα in Trα, e 
interseca in (Rα) la ribaltata della retta limite rlim.α di α, parallela a tα a 
distanza 1-(Vα)= Fnπ’-(V); la (V)- (Rα) è parallela a rα’. (Figura 5)

Trα-(Rα) rappresenta la distanza di Rα da π e anche di R; 1- Trα ne è 
l’eccentricità; la rβ’, parallela alla direzione Rimpr condotta per Fnπ’, indi-
vidua la traccia Trβ sulla verticale (r)= (rα); Trα-Trβ, è la quota di R su α; 
si può verificare che β, parallelo ad α, contiene R; ribalto intorno a tβ la 
distanza 2-(Vβ)=1-(Vα)= Fnπ’-(V); sulla retta limite rlim.β di β, parallela a 
tβ ricavo (Rβ), la cui distanza da (Rα) è pari a Trα-Trβ= tα-tβ.

Fig. 4. Proiezioni prospettiche di Q, Q’ e Qa fuori campo.
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L’argomento, apparentemente semplice e certamente elementare, 
della restituzione di un punto non è da considerare chiuso e si lascia 
aperta ad ulteriori approfondimenti.

Restituzione di una figura piana, nota la sua prospettiva

Della figura in prospettiva A’-B’-C’-D’ (Figura 6) di cui è richiesta 
la restituzione, si sa che è piana (e non sghemba, nel qual caso sarebbe 
incompleta), che si tratta di un quadrato, per cui gli angoli ai vertici 
sono retti e i lati sono tutti uguali e la misura del lato è pari ad mA-D. 
Sullo stesso piano α del quadrato è data la prospettiva P’-Q’ del seg-
mento P-Q, di cui, restituito il quadrato, è possibile ricavare la misura 
(P)-(Q), previo ribaltamento del piano α; la restituzione è operativa 
appena saranno posizionate la fuga Fnπ’, la distanza Fnπ’-(V) da π e la 
traccia tα di α.

La soluzione è fondata su concetti elementari, presumibilmente, 
tutti noti: 

1) due lati opposti paralleli, come la coppia A-D e B-C, di direzione 
r, nonché A-B e D-C, di direzione s, convergono in un punto di fuga, 
rispettivamente Fr’ ed Fs’, che individuano la fuga fα’ del piano α a cui 
appartengono; 

Fig. 5. Proiezioni prospettiche di R entrambe punti impropri.
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2) i punti di fuga Fr’ ed Fs’ sono coniugati, poiché rappresentano 
due direzioni ortogonali, cioè, possiamo dire che, pur essendo (V) an-
cora incognito, deve risultare che Fr’-(V)- Fs’ angolo retto inscritto nella 
circonferenza “e” di diametro Fr’-E-Fs’; 

3) su Fr’-E-Fs’ la diagonale A-C, di prospettiva A’-C’, ha per fuga Fd’, 
che rappresenta la direzione a 45° con la retta r, come dire, detto ϕ il 
predetto angolo in A, e in prospettiva ϕ’ di vertice A’, dal vertice (V) le 
due direzioni (V)-Fr’ e (V)-Fd’ devono formare un angolo di 45° in (V); 
si tratta di un angolo alla circonferenza;

4) poiché l’angolo al centro di vertice E è il doppio dell’angolo alla 
circonferenza, a partire da Fr’ si riporta sulla circonferenza “e” l’angolo 
2ϕ, ricavo G e, finalmente, con la G-Fd’ individuo sulla “e” la posizione 
di (V) e in conseguenza la distanza (V)-Fnπ’; occorre un ragionamento 
selettivo profondo ed una presenza attiva del sapere;

5) considero per la retta r il piano β avente la fuga fβ’ ortogonale alla 
fα’ in Fr’e la traccia, ancora incognita, tβ ortogonale alla tα in Tr, ancora 
incognita; ribalto β su π; il centro di proiezione V si porta sulla fα’ in (V)

Fr’, essendo Fr’-(V)= Fr’-(V)Fr’, mentre la r ruota intorno alla tβ e, ferma 
restando la Tr, si sovrappone alla tα;

6) occorre posizionare la tα; proietto da (V)Fr’ i vertici A’ e D’ e predi-
spongo parallela alla fα’ la misura mA-D, per esempio in 1-2, avendo posto 
1 sulla (V)Fr’-A’; per il 2 traccio la parallela alla (V)Fr’-A’ e ricavo il D* sulla 
(V)Fr’-D’; per il D* conduco la tα e individuo A*; risulta A*-D*= mA-D.
In letteratura il punto (V)Fr’ è definito con enfasi come punto di misura 
M1; la misura al vero è sempre e solo l’esito di un ribaltamento e le vie 
per determinarla sono infinite; può verificarsi anche che tale punto ri-
cada fuori campo. 

Assegnata la prospettiva P’-Q’ del segmento P-Q complanare ad A-
B-C-D, proietto da Fnπ’ su tα gli estremi P’ e Q’ in 3 e 4; sulle ortogonali 
alla tα in 3 e 4 proietto da (V) gli estremi P’ e Q’ in (P) e (Q); il segmento 
(P)-(Q) è la misura di P-Q; molte altre vie, avendo ricavato tα, risolvono 
quest’ultimo e tanti altri problemi di α o ad esso collegati.

Si consideri, altresì, (Figura 7) la restituzione di una figura piana 
più complessa costituita da un pentagono, quattro vertici del quale 
sono vertici di un rettangolo; la figura in prospettiva è data in A’-B’-
C’-D’-E’ e la sua parte, A’-B’-C’-D’, rappresenta un rettangolo simile a 
quello segnato a destra in basso M-N-P-Q.
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Fig. 7. Restituzione prospettica di un pentagono: applicazione omologica su più lati.

Fig. 6. Restituzione prospettica di un quadrato.
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In tale rettangolo il lato più lungo N-P è pari alla diagonale N-1 del 
quadrato su quello corto M-N; l’angolo grafico fra M-N ed N-Q è ϕ; le 
parallele prospettiche B’-A’, C’-D’, fugano in F1’ ed F2’, e sulla F1’-F2’= fα’ 
la diagonale B’-D’ fuga in Fd’. E’ nota la sequenza: sulla circonferenza 
3 di diametro F1’-F2’ e di centro 2 stacchiamo l’arco F1’-4 dell’angolo 
al centro pari a 2ϕ e la 4- Fd’ ricava (V) sulla 3 ed Fnπ’ su fα’; riporto la 
F1’-(V) in F1’-V*F1’ e da V*F1’ si proietta A’ e B’; fra tali proiettanti si po-
sizionano in 5 e 6 gli estremi di mA-B, e si ricavano la ta; mA-B è un dato; 
se manca si procede ad un libero posizionamento di tα e si ottiene un 
esito in similitudine. 

Si restituisce il pentagono ribaltando α su π, ruotando intorno a tα; 
per ciascun vertice si adottano vie diverse, omologiche; per ottenere E* 
considero Fnπ’-E’-7, la verticale e la (V)-E’-E*; per A* si considera E’-A’-
8, 8-E* e (V)-A’-A*; per D* ci si appoggia su D’-A’-9, 9-A*, (V)-D’-D*; 
per C* si conduce l’orizzontale, ci si riferisce alla D’-A’ in 10, si traccia 
(V)-10-11 e (V)-C’, si interseca l’orizzontale per 11 in C*; per B*, si trasla 
D*-A* in C*-B*.

La restituzione di un esagono dato in prospettiva richiede a priori 
l’analisi della sua prospettiva assegnata per confermare che sia pro-
spettiva di un esagono regolare (Figura 8).

Nell’esagono piano e regolare 1-2-3-4-5-6 di centro 7, è bene evi-
denziare che 1-5-4-2 è un rettangolo e che 1-7-4 è parallela a 6-5 e 2-3; 
in corrispondenza con il predetto esagono regolare, nella prospettiva 
assegnata A’-B’-C’-D’-E’-G’ si verifica che A’-B’-D’-E’ rappresenta il ret-
tangolo 1-2-4-5, A’-D’ e B’-E’ corrispondono alle diagonali 1-4 e 2-5, la 
loro intersezione H’ si riconosce in 7 e la G’-H’-C’ in 6-7-3. F1’ è la fuga 
di A’-B’, di E’-D’ e G’-C’; F2’ è la fuga di B’-D’ e di A’-E’; se B’-C’ e G’-E’ 
si incontrano sulla F1’-F2’= fα’, in Fd’; allora si può asserire che la figura 
prospettica data rappresenta un esagono regolare. In caso diverso si 
tratta di un esagono irregolare che può essere restituito solo se regge la 
specifica ipotesi che A’-B’-D’-E’ rappresenti un rettangolo; grazie alla 
validità di questa ipotesi, si procede alla restituzione. 

Segue la sequenza: la circonferenza 9 di centro 8, medio di F1’-F2’; 
il riporto in F1’-10 relativo all’angolo al centro, pari a 120°, doppio 
dell’angolo alla circonferenza di 60° di vertice (V) sulla 10-Fd’; (V)-Fnπ’; 
il riporto di F1’-(V) in F1’-(V)F1’; inserimento parallelo a fα’ della misura 
del lato dell’esagono mA-B tra le proiettanti (V)F1’-A’ e (V)F1’-B’ e posi-
zionamento della traccia tα; si procede al ribaltamento dell’esagono. 
Si restituisce H in (H) tramite Fnπ’-H’-11 e (V)-H’-(H), nonché E in (E) 
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tramite Fnπ’-E’-12 e (V)-E’-(E); si verifica (H)-(E)= mA-B; si ricava (B) per 
simmetria di (E) rispetto ad (H); grazie alla circonferenza circoscrit-
ta all’esagono regolare di centro (H) e diametro (E)-(B) si ottengono 
i vertici (C), (D), (G), (A); si verificano gli allineamenti (V)-G’-(G), le 
simmetrie centrali, le simmetrie ortogonali rispetto alla mediane e alla 
diagonali, etc.

Un altro caso che si può presentare è quello in cui le fughe dei lati 
di un quadrato in prospettiva vadano fuori campo (Figura 9). La pro-
spettiva assegnata A’-B’-C’-D’ rappresenti, per ipotesi un quadrato di 
lato mA-B; noto che le fughe F1’= AB’x DC’ ed F2’= AD’x BC’ risultano 
fuori campo; il processo di restituzione è meno difficoltoso se dimezzo 
il sistema per omotetia di centro C’.

Nel nuovo riferimento, si ha Fo1’=AoBo’ x DoCo’ ed Fo2= AoDo’x BoCo’; 
f ao’= Fo1’-Fo2’ contiene Fod’; sulla circonferenza 2 di centro 1 e diametro 
Fo1’-Fo2’ si ricava il 3, essendo Fo1’-1-3=90°; la 3- Fod’ individua (Vo) sulla 
2; si raddoppia C’-(Vo) e si ricava (V); si riporta Fo1’-(Vo) in Fo1’-(Vo)Fo1’; 

Fig. 8. Restituzione prospettica di un esagono regolare o irregolare.
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si posiziona il 4-5= mA-B/2 fra le proiettanti (Vo)Fo1’-C’, (Vo)Fo1’-Do’ in 6-7, 
definendo la tao; si raddoppia C’-6 in C’-8 e per 8 si conduce la tα.

Con l’ortogonale alla fα’ per (V) si ricava Fnπ’; tramite la Fnπ’-B’-9 e 
la sua ribaltata si ottiene (B); tramite la (V)-A’, la B’-A’-11 e la 11-(B) si 
individua (A); si costruisce il quadrato (A)-(B)-(C)-(D) avendone il lato 
(A)-(B); si osservi l’allineamento con (V) dei vertici in proiezione e dei 
rispettivi ribaltamenti. Se il dimezzamento non porta le fughe in cam-
po, si considera un terzo, un quarto, etc.; il procedimento non cambia; 
in ogni caso si possono usare i punti fuori campo, applicando la simi-
litudine, l’omotetia, l’omologia, la simmetria, etc.; possono mancare le 
conoscenze ma raramente le vie risolutive.

Un altro caso, peraltro molto frequente è quello in cui due lati pro-
spettici sono paralleli. Si consideri la prospettiva A’-B’-C’-D’ di un qua-
drato A-B-C-D dove A’-B’ è parallelo a C’-D’; sulla scorta delle recenti 
acquisizioni il punto di fuga F1’ è improprio; la fα’ va condotta per F2’ 

Fig. 9. Restituzione prospettica di un quadrato le cui fughe dei lati sono fuori campo.
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parallela ad A’-B’ e la diagonale A’-C’ interseca la fα’ in Fd’ (Figura 10). 
La circonferenza di diametro F1’-F2’ è la retta verticale condotta per F2’, 
il diametro verticale, che delimita l’angolo retto, è improprio, l’estremo 
che va congiunto con Fd’ è pure improprio, la predetta congiungente 
interseca la circonferenza rettificata, che contiene F2’, in (V) formando-
vi con l’orizzontale, che lo congiunge con F1’ improprio, l’angolo di 45°. 
Dunque, si conduce per Fd’ la retta a 45° con la fα’ e si ricava (V) sulla 
verticale; noto che Fnπ’ è sovrapposto con F2’; ma anche (V)F1’ risulta 
sovrapposto a Fnπ’; fra le proiettanti (V)F1’-A’, (V)F1’-B’ si rappresenta la 
parallela alla fα’ la misura del lato del quadrato mA-B, individuandone 
la posizione che definisce la tα.

Le predette proiettanti si sovrappongono alle prospettive Fnπ’-
C’-B’-2 e Fnπ’-D’-A’-1 dei lati C-B e D-A, le cui ribaltate sono ortogonali 
in 2 e 1 alla tα; per proiezione da (V) dei vertici A’, B’, C’, D’ si ottiene la 
restituzione del quadrato in (A)-(B)-(C)-(D).

Fig. 10. Restituzione prospettica di un quadrato di cui due lati sono su rette orizzontali 
del piano.
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Prima di trattare la restituzione di una circonferenza, ritengo uti-
le richiamare (Figura 11) la via risolutiva omologica per costruire la 
prospettiva di una circonferenza appartenente al piano α, ortogonale 
o generico rispetto al quadro π. Rispetto a π la circonferenza c appar-
tenente al piano α può trovarsi in posizione generica ma anche parti-
colare, con conseguenze anche rilevanti, sia nelle proprietà che nell’ap-
parenza; è opportuno esaminare i vari casi singolarmente, seguendone 
gli spostamenti per α ribaltato sul quadro π. 

È bene ricordare che (V) è il ribaltamento su π di V intorno alla fuga 
fα’ del piano proiettante di giacitura α, in letteratura indicato come pia-
no dell’orizzonte, mentre (cα) è il risultato di trascinamento su π della 
cα appartenente ad α, il quale è ribaltato su π per la sua rotazione in-
torno a tα, nello stesso verso della precedente. Il centro (E) può appar-
tenere a tα; la sua prospettiva è una ellisse; il diametro sulla tα divide a 
metà la circonferenza ribaltata (cα) e risulta unito alla sua prospettiva, 
la quale però non divide l’ellisse prospettiva a metà. Infatti, il diametro 
come B-E-A ribaltato in (B)-(E)-(A) è costituito dai raggi B-E ed E-A, 
ossia (B)-(E) ed (E)-(A); quest’ultimo è più lontano da V; in prospetti-
va, E’-A’ risulta più corta di B’-E’; il punto E’ non è il punto medio di 
B’-E’-A’ e non è, il centro dell’ellisse. Tale centro è, invece, il medio di 
B’-A’, come G’; il punto G’ è prospettiva di (G) sul diametro (B)-(E)-(A) 
e non è il centro della circonferenza; in conclusione la prospettiva del 
centro della circonferenza non è il centro dell’ellisse, prospettiva della 
circonferenza. Solo il diametro (B)-(E)-(A) ortogonale alla ta nell’ellisse 
prospettiva resta diametro; tutti gli altri diametri della circonferenza, 
in prospettiva, non risultano diametri dell’ellisse prospettiva, bensì, 
corde; i diametri di questa sono prospettive di corde della circonfe-
renza, passanti per (G). Per una prefissata posizione di (E), in campo o 
fuori campo, in funzione della dimensione del raggio, la circonferenza 
ribaltata può ricadere, in parte o del tutto fuori campo. Quando il rag-
gio (E)-(B) è tale che (B) appartiene alla retta limite di α, un punto della 
conica prospettiva risulta improprio; la prospettiva di tale circonferen-
za è una parabola. Quando (E)-(B) interseca la retta limite, i due punti 
della circonferenza, ad essa comuni, hanno prospettiva impropria; la 
prospettiva di tale circonferenza è una iperbole.

Facciamo attenzione: (E), proiezione ribaltata di E, sovrapposta alla 
fα’, prospettiva della retta impropria di α, non appartiene alla fα’; se si 
allontana (E) sulla 6-(E), la circonferenza ribaltata va fuori campo; una 
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via risolutiva, che utilizzi la presenza in campo della circonferenza, 
non è più utilizzabile.

La conica prospettiva può ricavarsi per punti, col metodo proiettivo 
dalla prospettiva del quadrato circoscritto, può ricavarsi per punti uti-
lizzando l’omologia avente il centro in (V), l’asse in tα ed elementi cor-
rispondenti (A)-6, 6-A’. si potrebbe anche ottenere applicando l’omo-
logia affine obliqua fra la costruenda conica e la circonferenza avente 
come asse il diametro B’-A’; a C’-E’ corrisponde il raggio per E’ortogo-
nale a B’-A’; il centro improprio dell’omologia unisce C’ con l’estremo 
del predetto raggio. Per G’ si ricava il diametro della conica parallelo a 
C’-D’; disponendo di due diametri coniugati, si ricava omologicamen-
te, per punti, la conica; dalla coppia derivano gli assi e si procede per 
omologia, o anche con autocad, impiegando gli assi.

Quando si vuole rappresentare la prospettiva di una circonferenza 
grande e lontana, come ad esempio la (cgl), si può riportare il diame-
tro fugante su Fnπ’ di fα’, 11-10-12, e ricavare la corda coniugata 8-10-9, 
sapendo la sua direzione e usando l’allineamento 11-8-F45°’; si procede 

Fig. 11. Richiami di prospettiva per la costruzione di una circonferenza su un piano a.



La restituzione prospettica: teoria e applicazioni 763

come illustrato in figura, ottenendo la cgl’. La proiezione da Fnπ’ della 
semicorda 8-10 su tα ci fornisce il raggio della circonferenza; sulla retta 
a metà fra tα ed fα’ ricavo la metà del raggio; la distanza reale ribaltata 
6-(K), restituzione prospettica del 6-10 è definita dalla (V)-10-(K). Es-
sendo (K) fuori campo, opero per similitudine; la (V)-10-(K) interseca 
la tα in 18 (non segnato); considero 6-19=(6-18): n e considero per 19 
la parallela alla (V)-10-(K) fino ad incontrare la 6-(K) nel punto (K)/n 
in campo; la lunghezza relativa alla 6-10 è data da n volte 6-(K)/n. Nel 
sistema prospettico definito da (V)- Fnπ’ e dal piano α(tα, fα’) si inserisce 
l’ellisse cgl’ come prospettiva di una circonferenza di α; si verifica sen-
za ribaltare; le tangenti parallele a fα’ individuano due punti sull’ellis-
se. La loro congiungente deve fugare in Fnπ’; la loro distanza è il diame-
tro dell’ellisse; si divide prospetticamente e si ottiene la prospettiva del 
centro; se ne verifica l’allineamento con F45°’ degli estremi del diametro 
e degli estremi della corda condotta per la prospettiva del centro, pa-
rallela a fα’; si verifica, altresì, che le tangenti condotte per Fnπ’ abbiano 
per contatto i predetti estremi della corda.

Se si raggiunge la conferma di tutte le condizioni richieste, allora 
l’ellisse è prospettiva della circonferenza; se E’ si sposta lungo la 6- Fnπ’ 
si osserva la variabilità delle direzioni assiali; una verifica, anche ad 
occhio, della inammissibile direzione degli assi, può fare escludere la 
precedente conclusione, prima di iniziare le operazioni descritte.

L’ellisse può trovarsi a sinistra della (V)- Fnπ’ o a destra modifican-
dosi per simmetria; può trovarsi tangente la fα’ e il punto di contatto 
è la prospettiva di un punto improprio di α; l’ellisse, allora, non può 
essere prospettiva di una circonferenza, bensì di una parabola di α. 
L’ellisse può presentarsi incidente la fα’ in due punti, prospettive di 
due punti impropri; dunque, non si tratta di prospettiva di una cir-
conferenza ma di una iperbole. L’ellisse può apparire al di sopra di fα’; 
fatte salve le verifiche positive di tutte le condizioni già illustrate, essa 
è prospettiva di una circonferenza di α posta alle spalle di V e quindi 
distante dalla tα più della retta limite di α.

Un richiamo: alla circonferenza di α che sia tangente la retta limite 
corrisponde in prospettiva una parabola tangente la fα’; viceversa, data 
una parabola tangente la fα’, non è certo che sia prospettiva di una cir-
conferenza; occorre verificarne il possesso di tutte le qualità geometri-
che. Analogamente, alla circonferenza di α intersecante la retta limite 
corrisponde in prospettiva una iperbole secante la fα’; viceversa, data 
una iperbole intersecante la fα’, non è certo che sia prospettiva di una 
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circonferenza; occorre verificarne il possesso di tutte le qualità geome-
triche indispensabili perché lo sia.

Se il punto (E) appare sovrapposto alla (V)- Fnπ’, il diametro dell’el-
lisse prospettiva, ortogonale alla tα è uno dei due assi; viceversa, una 
ellisse che presenti questa proprietà è prospettiva di una circonferenza 
solo dopo l’accertamento di tutte le qualità geometriche indispensabili 
perché lo sia.

Se la prospettiva di una circonferenza di α è una ellisse, quella della 
semicirconferenza non è mezza ellisse, se il diametro che dimezza la 
circonferenza non è quello ortogonale a tα, la cui prospettiva contiene il 
centro dell’ellisse. Si può ricavare l’intera ellisse se si dispone della sua 
metà, ottenendo l’intera per simmetria secondo la direzione coniugata; 
per esempio, dalla B’-C’-A’ ricavo l’altra metà per simmetria obliqua 
nella direzione C’-E’. Se si assume come nota la C’-A’-D’ non si potrà 
ottenere l’intera ellisse per simmetria di direzione A’-E’, poiché l’arco 
noto è minore della mezza ellisse; viceversa, ciò sarà possibile se è noto 
l’arco C’-B’-D’, maggiore della mezza ellisse.

Più avanti riprenderò l’approccio e l’approfondimento delle rela-
zioni fra la circonferenza e la retta limite o fra la conica prospettiva e 

Fig. 12. Restituzione prospettica di una circonferenza su un piano.
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la fuga fα’; sposto, adesso l’attenzione e l’impegno sul se e sul come 
possa procedere alla restituzione di una circonferenza, di cui sia data 
la prospettiva ellittica.

Sia assegnata l’ellisse e’, figura piana, prospettiva di una circonfe-
renza cα; questo è già un primo dato; l’appartenenza ad un piano α 
ortogonale al quadro π e orizzontale, è un secondo dato (Figura 12).

Si prendano due corde orizzontali sulla e’; il segmento, che contie-
ne i loro punti medi, ha sulla e’ gli estremi, A’, B’; le tangenti in A’ e B’ 
sono orizzontali; A’-B’ è un diametro della e’ e il suo medio G’ è il cen-
tro della e’ ma non è prospettiva del centro E della cα. Per posizionare 
E’ su A’-B’ si deve disporre di un terzo dato, la scelta su A’-B’ di Fnπ’; 
per esso si conducano l’orizzontale fα’; con le tangenti inviate da Fnπ’ si 
individuano su e’ la corda orizzontale C’-E’-D’. Le predette tangenti 
intersecano quelle orizzontali, relative agli estremi A’, B’, formando un 
trapezio 1-2-3-4, prospettiva del quadrato circoscritto alla cα, avente i 
lati paralleli e ortogonali alla tα; in figura si legge in posizione ribaltata, 
(1)-(2)-(3)-(4) circoscritto alla (cα). La diagonale 1-3 interseca il diame-
tro A’-G’-B’ in E’ e la sua retta interseca la fα’ in Fd’, fuga della direzione 
a 45°; si riporta la Fnπ’-Fd’ sulla verticale per Fnπ’ e si ottiene la Fnπ’-(V), 
ribaltamento della distanza di V da π.

Fra le rette proiettanti Fnπ’-C’ ed Fnπ’-D’, e parallela a fα’, in 7-8, si 
rappresenta la misura 5-6 del diametro della circonferenza; questa è un 
quarto dato; si determina, così, la tα; alla Fnπ’-E’-T corrisponde la retta 
per T, ortogonale alla tα; la (V)-E’ vi definisce (E), centro della (cα). Tutto 
dipende dalla scelta di Fnπ’ su A’-G’-B’; nota la prospettiva trapezia 1-2-
3-4 del quadrato circoscritto ad e’, alternativa del terzo dato, il punto 
di convergenza di 1-4 con 2-3 definisce Fnπ’ su A’-G’-B’.

In genere, la e’ fa parte di un complesso di elementi geometrici, che 
permettono risoluzione della restituzione, fornendo dati meno aleato-
ri; per esempio, è data, complanare alla e’, l’ellisse o’ di centro N’  come 
prospettiva della circonferenza o di centro Q.

In tal caso il diametro M’-N’-P’ corrisponde ad A’-G’-B’ e interseca 
quest’ultimo, individuandovi Fnπ’; si elimina un’arbitrarietà invalidan-
te; si procede, dunque, come per la e’, fino a ricavare, avendo già otte-
nuta la tα, il diametro (R)-(Q)-(S) relativo alla (o).

Risultano eliminate le precedenti scelte; i dati sono le due ellissi 
prospettive di due circonferenze complanari e il diametro di una di 
esse; ricostruito il sistema proiettivo del piano sul quadro, mediante 
ribaltamento si possono restituire punti e figure di esso.
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Restituzione di un volume poliedrico, 
nota la sua prospettiva

La prospettiva di un cubo (Figura 13) ha la base superiore a vista di 
vertici 1-2-3-4 e quella inferiore di vertici 5-6-7 a vista e 8 nascosto; gli 
spigoli 2-7, 1-6, 4-5, fra le basi, appaiono paralleli; ciò indica che sono 
paralleli a π; allora, le basi appartengono alla giacitura ortogonale a 
π, cioè la fuga fα’ deve contenere Fnπ’; inoltre, gli spigoli appaiono ver-
ticali, per cui la fuga fα’ deve essere orizzontale. Le rette per 4-3, 1-2, 
6-7, fugano in F1’ e quelle per 2-3, 1-4, 6-5, fugano in F2’; la fα’= F1’-F2’ è 
orizzontale e contiene la fuga Fd’ della diagonale 1-3; la 6- Fd’ intercetta 
in 8 la verticale per il 3.

Sulla circonferenza di diametro F1’-9- F2’ si consideri l’angolo al cen-
tro F1’-9-10=90°; la 10- Fd’ individua (V), da cui segue Fnπ’ sulla fα’, non-
ché F45°’; si ribalta F1’-(V) in F1’-F(F1’)’ ed F2’-(V) in F2’-F(F2’)’.

Siano considerate le proiettanti F(F1’)’-6 e F(F1’)’-7; fra loro, parallela 
a fα’, si inserisce la dimensione data del lato del cubo e la ricavo in 
11-12; la tα contiene la 11-12; se si vuole, si può verificare il corretto 
posizionamento di tα, proiettando il 6-5 da F(F2’)’ sulla tα e ottenendovi 
13-14=11-12.

Oppure, si inserisce la dimensione data del lato del cubo fra le pro-
iettanti da un qualsiasi punto di fuga della fα’, per esempio, anche da 
F(F1’)’ dei vertici 2 e 7, ricavandola in 15-11; per 11 si conduce la tα paral-
lela alla fα’; risulta, ancora, 11-15 =11-12. 

Si osserva che, assegnata la prospettiva di un parallelepipedo di 
base quadrata 1-2-3-4 e di dato lato, dopo avere posizionato tα, la 11-15 
ne individuerebbe l’altezza; ed ancora, assegnata la prospettiva di un 
parallelepipedo di base rettangolare, di cui siano noti la dimensione 
di un lato e il rapporto fra i lati, e, risolta l’ubicazione della tα, la 11-15 
darebbe l’altezza del volume.

A questo punto, il ribaltamento di α su π consente la restituzione 
della base, ovvero delle relazioni geometriche con α, di qualsiasi vo-
lume, identificato dai dati metrici e angolari indispensabili; lo spazio 
è nostro. 

Attenzione: asserire la natura di un volume o di una figura deve es-
sere puntualmente vagliata nella sua preventiva attendibilità, che non 
può essere smentita da direzioni e dimensioni improbabili o indubbia-
mente inaccettabili.
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Per esempio, la disattesa convergenza fra 2-3, 1-4, 6-5, non è appro-
priata alla prospettiva di un cubo; se ne esclude, perciò, ogni attività di 
restituzione; la mancata perpendicolarità fra fα’ e la direzione comune 
agli spigoli come 1-6, nega la pretesa natura cubica del volume rappre-
sentato; occorre tanta riflessione critica precauzionale.

Ci occuperemo, adesso (Figura 14), della restituzione di una pira-
mide dalla sua prospettiva, che supponiamo costruita correttamente 
ed efficacemente corredata di dati sufficienti a risolvere il problema.

Vediamo che si tratta di una cavità piramidale con il vertice in giù; 
sappiamo che la piramide è retta, l’altezza è verticale; la base è orizzon-
tale ed a stella dodecagonale; è un dato che la base è regolare e perciò 
inscrivibile in un esagono regolare, di cui è nota la misura del lato.

Si osserva che, nel rettangolo 1-2-3-4, in prospettiva, i lati 1-2 e 3-4 
sono paralleli, per cui 2-3 e 1-4 fugano in Fnπ’; la fuga fα’ è parallela a 
1-2 e contiene Fnπ’; la diagonale 1-3 interseca in (V) l’ortogonale ad fα’ 
condotta per Fnπ’.

Fig. 13. Prospettiva di un cubo poggiato su un piano a ortogonale a p.
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Fra le proiettanti Fnπ’-1 ed Fnπ’-2 si inserisce, parallela a 1-2, la mi-
sura del lato in 5-6 e si posiziona la tα; da 5 si considera l’ortogonale 
a tα, intersecando la (V)-1 in (1); si ripete per tutti i vertici e si ottiene 
la restituzione della base. Per verificare la regolarità dell’esagono è 
necessario fare delle considerazioni; nella stella si osserva che (1)-
(7) è la restituzione del lato della base, di misura costante per tutti 
i 12 lati; si osserva, altresì, che (1)-(7)-(8)-(9) non sono allineati; la 
stella non nasce da due triangoli equilateri; è davvero sorprendente 
ottenere tante informazioni semplicemente da un’analisi geometrica 
della prospettiva.

Per il 10, prospettiva del centro della stella, si consideri la Fnπ’-10-11 
e sulla verticale la Fnπ’-12 si individui 11-13 restituzione dell’altezza 
della piramide; si riporti questa in 14-15, la (10)-(8) in 14-16, la (10)-(9) 
in 14-17; gli spigoli della piramide risultano restituiti in 15-16 e 15-17.

Ritengo importante sottolineare, a posteriori, che la risoluzione del 
problema non ha offerto le temute difficoltà; si poteva assegnare la mi-
sura dell’altezza in alternativa di quella del lato dell’esagono. Oppure 
si poteva disporre della valida misura della diagonale del rettangolo, 

Fig. 14. Restituzione prospettica di una cavità piramidale e di una scalinata.
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nonché diametro della circonferenza circoscritta all’esagono regolare; 
il rapporto fra lato minore del rettangolo 1-2 e la doppia apotema 2-3 è 
costante; l’angolo in 1 è di 60°; ancora in alternativa può assegnarsi la 
dimensione di uno degli spigoli.

Ritengo fondamentale per lo studioso spaziare nelle diverse ipotesi 
possibili e verificare di saperne venire a capo come costruttiva prova 
del crescente dominio della conoscenza geometrica relativa alla pro-
blematica della restituzione prospettica.

Nella stessa figura a destra, è assegnata la prospettiva di una scala; 
le alzate, come 21-25-28-24, sono parallele al quadro π, sono rettango-
lari, ortogonali al piano α della base 21-22-23-24 della pedata 25-26-27-
28; in larghezza, le alzate sono comprese fra due piani verticali.

Si osservi che le montanti 21-26 e 25-29 fugano in Fm’; sulla verticale 
fβ’ per Fm’ la 21-22 e la 25-26 fugano in Fnπ’; la 21-22 e la 24-23 fugano 
pure in Fnπ’; le 21-23 e 25-27 fugano in Fd’ sull’orizzontale condotta per 
Fnπ’; le due fughe definiscono la fα’. Della scala è indispensabile cono-
scere una delle dimensioni reali corrispondenti all’alzata a= 21-25, o 
alla profondità p1=21-22, o alla larghezza p2=21-24, nonché il rapporto 
angolare fra alzata e pedata, ovvero l’angolo ϕ. Se è nota la “a”, se ne 
inserisce il valore fra le proiettanti Fnπ’-21 ed Fnπ’-25 e si determina il 
30-31, che è la tβ; la Fnπ’-30 appartiene a β e ad α e 30 è la traccia; per il 
30 si traccia la tα; con la retta, che formi con fα’ l’angolo ϕ, condotta per 
Fm’, si individua (Vβ) sulla fα’; si riporta Fnπ’-(Vβ) in Fnπ’-(Vα). Se è nota 
la p1, tramite l’angolo ϕ si ricava il valore della 21-25 e si procede come 
prima; se è nota la p2, per similitudine si ricava 21-25 e si procede come 
prima; dunque, si può operare la restituzione.

Con il ribaltamento su π di α si ottiene la pianta e di β il profilo dei 
gradini; può procedere non solo per la restituzione della scala, ma per 
tutto ciò che sta su α, su β, e nello spazio, essendone derivabili, senza 
dubbi od ombre, i rapporti geometrici con gli elementi noti e disponi-
bili.

Sapendo, per esempio, che la base stellare della piramide adiacente 
alla scala, nella stessa immagine, è appartenente ad α, senza chiedere 
alcun dato che la riguardi, procedo alla sua restituzione, ricavandone 
gli stessi risultati. Viceversa, avendo ricavato il sistema di restituzione 
per la piramide, grazie ai dati ad essa relativi, posso ottenere la com-
pleta restituzione della scala, senza dare alcunchè di essa, con risultati 
identici.
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Per la restituzione prospettica di uno spazio comunque popolato, 
disponendo della sua prospettiva, occorrono i dati validi e sufficienti 
per la restituzione di un solo elemento del complesso, ben individuato.

Occorre essere attendibili nell’asserire vera forma e vera dimen-
sione; all’analisi esperta, esse devono risultare prive di incongruenze 
geometriche, chiaramente invalidanti il successivo processo di restitu-
zione.

Può verificarsi, per esempio, l’indicazione di una forma piana qua-
drata o circolare e la disponibilità di elementi noti di entrambe; se i ri-
sultati, procedendo dall’uno o dall’altro, non portano allo stesso siste-
ma di restituzione, una delle due è errata. L’immagine è stata costruita 
sbagliata oppure, non potendo imputare a ciò le ambiguità invalidanti, 
sono non verificate, e perciò inaccettabili, le ipotesi che affermano la 
natura della forma o forniscono dati dimensionali inesatti.

La sovrabbondanza di dati non esclude che ne risulti l’insufficienza 
di quelli appropriati; se sono soddisfatte le condizioni di validità del 
minimo numero di dati, quelli in più possono rivelarsi esatti o inaccet-
tabili; è preferibile attenersi al minimo, purchè esatto.

Dovunque e comunque si estendano le operazioni risolutive ai 
componenti del gruppo di elementi indipendenti nell’immagine su 
cui lavoriamo, i risultati della restituzione non possono e non devo-
no cambiare, confermando che gli esuberi non sono nocivi, se sono 
corretti, reali, coerenti, veri. È aprioristicamente impossibile procedere 
con assoluta certezza allo scarto di quelli sicuramente fuorvianti; oc-
corre una notevole esperienza, un’imprescindibile capacità di attenta 
e consapevole osservazione, rispondente e collimante, condizionata e 
conseguenziale. 

Restituzione di un cubo

Prima di impostare un procedimento di restituzione prospettica, 
ritengo opportuno richiamare negli aspetti teorici risolutivi la costru-
zione geometrica dell’immagine, per esempio, quando un cubo non 
poggia la base su un piano ortogonale al quadro, bensì su α, formante 
con π un angolo compreso fra 0° e 90° (Figura 15).

Cambia qualcosa; per esempio, i quattro spigoli di collegamento fra 
le due basi sono paralleli fra loro e ortogonali alla giacitura delle basi; 
se questa è ortogonale a π, i predetti spigoli risultano paralleli a π e in 
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prospettiva appaiono paralleli fra loro, poiché il comune punto di fuga 
è improprio.

Se la giacitura non è ortogonale a π, le rette dei quattro spigoli han-
no il comune punto di fuga in un punto proprio Fnα’; le relative pro-
spettive appaiono convergenti in esso; la sua posizione va determinata 
e, in genere, capita fuori campo.

Si posizioni su π il punto di fuga Fnπ’ delle ortogonali a π e la distanza 
ribaltata in Fnπ’-(V) fra V e π; sia assegnata la retta di fuga fα’ a una certa 
distanza da Fnπ’, dal quale si conduce l’ortogonale, incidendo la fα’ in Fpα’.

L’angolo ϕ= (V)- Fpα’- Fnπ’ indica l’inclinazione di α rispetto a π, ed 
Fpα’ è la fuga delle rette di α, aventi la direzione di massima pendenza 
di α su π; quanto più Fpα’ si avvicina a Fnπ’, tanto più la giacitura scelta 
per α si avvicina all’ortogonalità di α rispetto a π; quanto più se ne 
allontana, tanto più α tende al parallelismo con π. L’ortogonale alla 
Fpα’-(V) in (V) interseca la Fpα’- Fnπ’ in Fnα’ fuga delle rette dello spazio 
ortogonali ad α e punto di convergenza deli spigoli sopra considerati; 
quanto più piccolo è Fpα’- Fnπ’, tanto più grande è Fnπ’- Fnα’. Secondo la 
scelta dimensionale di Fnπ’-(V) e di Fpα’- Fnπ’, a parità di ϕ, i punti (V), 
Fpα’, Fnα’, possono uscire dal campo; a tutto c’è rimedio: si può fare a 
meno della loro posizione fuori campo, prestigiosamente.

Questo è il motivo per il richiamo, che qui si svolge; tutti vogliono 
i punti di fuga in campo e se questo è poco esteso, le scelte dei dati 
sono fatte in vista della forzatura, ottenendo immagini brutte, aberrate, 
sgradevoli, indicative di atteggiamenti succubi di limitatezze e condi-
zionamenti inammissibili.

A sinistra è stato rappresentato un cubo con un lato della base infe-
riore 1-2 sulla tα; il quadrato di base ribaltato è 1-2-3-4; il lato 1-4 si pro-
ietta da (Vα) su 1- Fpα’ in 1-5; il 2-3 si trova sul 2- Fpα’ in 2-6, conducendo 
per il 5 la parallela alla tα. Si considerino per 1, 2, 6, 5, le proiettanti da 
Fnα’; ribaltata Fnα’-(V) in Fnα’-(V)Fnα’, in 1-4 resta individuata l’altezza 
del cubo parallela alla Fnα’-(V)Fnα’; con la (V)Fnα’-4 si ricava sulla Fnα’-1 il 
7; si procede e si ottengono i vertici 8, 9, 10; la prospettiva del cubo si 
apprezza per la sua inaccettabile aberrazione formale, assolutamente 
evitabile.

Per ottenere una visione serena del cubo, si può allontanare il vo-
lume, come si vede in campo; sono stati traslati gli spigoli della base 
superiore e di quella inferiore, utilizzando Fpα’, Fnα’, F45°’; l’immagine si 
rimpicciolisce prospetticamente e non per omotetia, la quale conserve-
rebbe le molto pronunziate deformazioni.
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Il risultato, tuttavia, non sembra soddisfare l’attesa di una dimen-
sione di facile lettura; bisogna impiegare una distanza molto più gran-
de, che a parità di ϕ implica il fuori campo delle fughe Fpα’, Fnα’, F45°’.

Impariamo a costruire con punti sostitutivi degli indisponibili, con 
vie alternative per risultati validi e soddisfacenti; l’esperienza renderà 
minimo l’apparentemente maggiore impegno iniziale, restituendo la 
gratificazione unitamente alla consapevolezza delle proprie capacità e 
libertà di proposte da approfondire.

Ancora un altro rimando è necessario fare per potere risolvere i 
problemi che seguono nelle pagine successive: congiungere un punto 
che si trova in campo con uno fuori campo (Figura 16). In figura, a si-
nistra in basso, si mostra come risolvere il problema di unire un punto 
5 in campo con il punto 2 fuori campo, individuabile sulla retta 0-1 a 
distanza da 0 pari a 10 volte 0-1; occorre una seconda retta, che conten-
ga con certezza il punto 2.

A destra è stato considerato lo stesso volume cubico diversamente 
disposto; il vertice 11 è sulla tα; scelta la 11-F1’, riporto Fpα’-(V) in Fpα’-
(Vα); l’ortogonale alla F1’-(Vα) per (Vα) interseca la fα’ in F2’, coniugato 
ad F1’; occorre ricavare le prospettive dei due lati del quadrato di base, 
aventi in comune il vertice 11. Si ribalta F1’-(Vα) in F1’-(V)F1’ ed F2’-(Vα) 
in F2’-(V)F2’; si stabilisce che 11-12 =11-13=1-2; le (V)F1’-12 e (V)F2-13 indi

viduano su 11-F1’ e 11-F2’ i vertici 14 e 15; le 14-F2’ e15-F1’ definisco-
no il vertice 16, completando la prospettiva della base inferiore.

Fig. 15. Restituzione di un punto con (V) fuori campo.
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Si considerano le proiettanti da Fnα’ per i vertici 11, 14, 16, 15; si pro-
iettano 11-17=1-2 da (V)Fnα’ su Fnα’-11 e si ricava in 18 la prospettiva del 
primo vertice della base superiore; 18-F1’ e 18-F2’ intercettano i vertici 
19 e 20 su Fnα’-14 ed Fnα’-15; 19-F2’ e 20-F1’ ricavano il 21.

A questo punto, la prospettiva del cubo è completa; le distorsioni 
sono notevoli e le sensazioni di effetti percettivi inattesi e non graditi 
ci pongono, ancora una volta, l’interrogativo, se non l’imperativo, di 
compiere il tentativo per evitarli.

Sia scelta su una generica, ma opportuna, direzione per 0 un seg-
mento 0-3, che si ripete 10 volte ricavando il 4; si considera 1-3 e si 
conduce per il 4 la parallela ad 1-3; essa, per similitudine, contiene il 
punto 2.

Per omotetia di centro 2, mediante due triangoli omotetici, si ricava 
la 5-2; si tracciano una 5-6 e una 6-7, a cui consegue la 7-5; si trasla il 
6 in un punto 8, per il quale si conduce 8-9 parallelo a 6-7; per 8 e 9 si 
considerano le parallele a 6-5 ed a 7-5. Esse individuano il 10; la 5-10 
contiene il 2 e risolve il problema di unire un punto in campo, il 5, con 
un punto fuori campo, il 2; il problema è, così, risolto con la semplice 
similitudine.

Fig. 16. Studio di una retta che congiunge un punto in campo con uno fuori campo.
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