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1 Introduzione

Sia K un campo. La letteratura e ricca di esempi di algebre graduate su K, tra le

quali le pit note sono:

1. Klzy,...,z,], Palgebra dei polinomi su K;

se V e un K - spazio vettoriale
2. T(V), l'algebra tensoriale di V;
3. E(V), 'algebra esterna di V;
4. S(V), 'algebra simmetrica di V;
5. Qualunque quoziente di K|z, ..., x,] per un suo ideale graduato;
6. L’algebra di Rees di un ideale graduato I di un anello graduato, Rees(I);
7. L’algebra di Rees estesa di I.

Un problema importante in Algebra Commutativa e Geometria Algebrica e lo studio
degli invarianti algebrici e geometrici di una K - algebra.

Gli invarianti sono introdotti in un contesto generale,ovvero per un anello A che sia
una K - algebra, supponendo che esso sia noetheriano, commutativo con unita, e le
principali applicazioni riguardano la geometria algebrica, ad esempio la dimensione
dell’anello delle coordinate di una varieta algebrica. Recentemente nuove applicazioni
si hanno in algebra e geometria combinatorica, e riguardano principalmente i comp-
lessi simpliciali, o I'anello di Stanley Reisner associato [8], e gli insiemi parzialmente
ordinati, o I’anello di Hibi associato [2].

Tra gli invarianti di un anello A sono fondamentali gli invarianti classici, quali la
dimensione di Krull, dimA, la profondita di un anello locale (A, m), depth,(A), la
molteplicita,e(A), e invarianti recenti come la regolarita di Castelnuovo - Munford,
reg(A). Altri invarianti sono espressi mediante i gruppi di coomologia di A. Loro
definizioni e proprieta possono trovarsi nei seguenti testi di Algebra Commutativa e

Geometria Algebrica:

1. H. Matsumura, Commutative Algebra, W. A. Benjamin, New York, 1970;



2. H. Matsumura, Commutative Ring Theory, Cambridge Studies in Adv. Mathem.
, 1986;

3. A. Grothendieck, Elements d Géométrie algebrique, Chap. IV, Publi. Math.
de I” H.E.S., 1964;

4. D. Eisenbud, Commutative Algebra with a view toward algebraic geometry,

Graduate Texts in Mathematics, Springer - Verlag, 1994;

5. W. Bruns, J. Herzog, Cohen - Macaulay Rings, Cambridge Studies in Advanced
Mathematics, 39(1998).

Se A ¢ lanello dei polinomi S = K[z, ...,,], la teoria delle basi di Groebner [1]
rappresenta la chiave per ottenere importanti risultati sugli invarianti. Piu precisa-
mente, dopo aver ordinato le variabili, si introduce un ordinamento totale sui monomi
di S = KJz1,...,2,). Una base di Groebner G per un ideale I C S é una buona base
di I, nel senso che l'insieme {in.(g),g € G} ¢ ancora una base per l'ideale iniziale
in<(I). Esistono nuovi metodi algebrici per il calcolo numerico esatto degli invarianti
( classicamente 1'algebra A ¢ generale e noi abbiamo informazioni solo in casi speciali).
Scopo principale della tesi é lo studio di S(I) = Symg([), 'algebra simmetrica di I
sull’anello S, se I ¢ un ideale di S, e dei suoi invarianti.

L’utilizzo di:

1. CoCoA: Un sistema per fare calcoli in Algebra commutativa, scaricabile at-
traverso il sito : cocoa.ima.unige.it, 1992 - 2012,A. Capani, G. Niesi, L. Rob-
biano; MACAULAY: Un sistema per il calcolo in Geometria Algebrica e Al-
gebra Commutativa, D. Bayer e M. Stillmann(1982 - 1990) (login:anonymus,

password: any, cd Cohen Macaulay);

e risultato fondamentale per la verifica e costruzione di esempi. Infatti il teorema di
Macaulay [3] afferma che H;(t) = Hj,<)(t), per cui alcuni degli invarianti (dimen-
sione e molteplicita) possono essere letti sulla funzione di Hilbert di in(I), essendo
I un ideale di una K - algebra A.

La nozione di s - successione e introdotta per un modulo M finitamente generato, su
un anello commutativo unitario noetheriano R. Nella ricerca dei valori degli invari-
anti, la nozione diventa importante se R = K|y, ..., x,] [12], risultando una semplice
interazione tra l’algebra computazionale e ’algebra commutativa.

Sia M finitamente generato su R,con generatori fi, ..., fa.

M ha una presentazione:



R" — R"— M — 0

con matrice di relazioni (a;;),7 = 1,...,m,j = 1,...,n,a;; € R. L’algebra simmetrica

Sym(M) ha la presentazione:

R[y17 "'7yﬂ]/J

dove J = (g1, -, 9m), gi = Z;‘:l a;y;,t = 1,..,m, e J & detto l'ideale delle re-
lazioni di Sym(M) ed é sempre lineare nelle variabili y;. Se R e I’anello di polinomi,
recentemente sono stati ottenuti risultati riguardanti I'algebra simmetrica di ideali
monomiali, moduli monomiali, moduli su anelli di polinomi, in particolare moduli di

sizigie di ideali monomiali. Alcuni di questi risultati sono contenuti in:

1. J. Herzog, G. Restuccia, Z. Tang, s - sequences and symmetric algebras, Manuscripta

Math., 104,479-501, Springer - Verlag 2001.

2. J. Herzog, G. Restuccia, G. Rinaldo, Regularity and depth of the symmetric
algebra, Beitrage Algebra Geom 47(I), 29-51, 2006.

3. M. La Barbiera, G.Restuccia, Mixed Product Ideals generated by s-Sequences,
Algebra Colloquium ,18,553 (2011).

4. G.Restuccia,R.Utano,Z.Tang: On the symmetric algebra of the first syzygy

module of the maximal ideal,Communications in Algebra(2014),in corso di stampa.

5. G. Restuccia, P.L. Stagliano,AAPP, On the symmetric algebra of sizygy mod-
ules of monomial ideals, Vol.92, n. 2, A3(2014).

Sia M =1 = (f1,..., f;) un ideale monomiale in R = K{[z1, ..., z,], 'ideale delle re-
lazioni J e generato dalle forme lineari g;; = fi;y; — fjivi, 1 < @ < j < ¢, essendo
fij = m,i # j, e fij € un monomio.

Gli ideali annullatori I; della successione monomiale f, ..., f, sono gli ideali monomiali

L = (fuis - fimni),i=1,...,q.

Pertanto studiare le s - successioni monomiali e piu facile che studiare s - successioni
qualsiasi.

Il soggetto della ricerca della presente tesi ¢ lo studio dell’algebra simmetrica di una



classe interessante di ideali monomiali: gli ideali L. di prodotti misti in due insiemi
di variabili. Tale classe ¢ stata introdotta in [33],dove si ¢ studiata la normalita
dell’algebra Rees(L) ,essendo quest * ultima connessa alla chiusura integrale di L e
delle potenze di L. Recentemente[26] tale classe ¢ stata utilizzata allo scopo di testare
alcune congetture algebriche,tra cui la congettura di Eisenbud -Goto, sull’algebra sim-
metrica Sym(L). Poiche tale congettura coinvolge fondamentali invarianti di Sym(L)
,quali la dimensione di Krull,la molteplicita e la regolarita di Castelnuovo-Munford,
era necessario calcolare tali invarianti o loro bounds. Tale problema e arduo,ma se
L e generato da una s-successione, si puo arrivare ad un risultato concreto. Nel la-
voro[22],gli autori individuano le sottoclassi di ideali di prodotti misti, generati da
una s-successione,e procedono alla verifica della congettura. Per le rimanenti classi
tuttavia e possibile calcolare bounds per gli invarianti ed in alcuni casi verificare an-
cora la congettura. Cio e reso possibile dal fatto che un ruolo cruciale viene rivestito
dalla parte lineare J; dellideale iniziale in(J), rispetto ad un ordinamento detto
ammissibile, dell’ideale delle relazioni J dell’algebra simmetrica, lineare nelle variabili
corrispondenti ai generatori di L in Sym/(L). Tale ideale J; costruito mediante gli ide-
ali annullatori di L ¢ tale che in(J) = J;+.J ,dove J & un altro ideale e J' = (0) ;se L &
generato da una s-successione. Pertanto una parte fondamentale della tesi riguardera
il calcolo dell’ideale J; associato ad alcune classi di ideali di prodotti misti dell’anello
S = K21, ..., Tn; Y1, -, Yn]. Poiche 'ideale I, 'ideale monomiale di Veronese square-
free, I, C Klxy,...,x,),k = 2,...,n — 1, interviene nella costruzione di un ideale di
prodotti misti, noi studiamo inizialmente tale ideale. Di I; e nota l'importanza in
combinatorica (& un ideale polimatroide). Per k = 2, I; é Iideale di un grafo semplice
su n vertici , e per k = 3, I3 é I'ideale del grafo generalizzato dei 2-cammini di G.
Successivamente si affronta il caso generale per alcune classi di ideali di prodotti
misti. Il seguito riguardera il calcolo di bounds per gli invarianti delle loro algebre
simmetriche. Un’ultima parte della tesi riguardera le algebre monomiali,generate da
un sistema di generatori di ideali di prodotti misti. Esse sono Koszul,poiche per il
bi-sorted order, esse ammettono una base di Groebner di grado 2,come dimostrato
in[38]. Si studia dettagliatamente la base di Groebner del loro ideale torico e si con-
fronta con quella,piu nota,lessicografica o lessicografica inversa,di cui non si conosce
il grado. Per valori bassi di n,si studia poi 'ipersimplesso associato A(k,n), k = 2, 3.
Il contenuto della tesi e il seguente:

Il primo capitolo é dedicato a nozioni introduttive sulle basi di Groebner, sulla teoria

dell’eliminazione, sulle prime sizigie di ideali monomiali. Nel secondo capitolo ¢ data



la definizione di s - successione, si studia la connessione con una d - successione, si
rivistano, con commenti, risultati relativi al caso in cui il modulo M ¢é un ideale mono-
miale. Nel terzo capitolo si studiano gli ideali di Veronese square - free I, dell’anello
dei polinomi S = K|[xy,...,x,], generati da tutti i monomi square-free di ordine k
di S. Si scrivono gli ideali annullatori di I e di I,,_; che risulta generato da una s
- successione. Nel quarto capitolo si considerano classi di ideali L di prodotti misti
dell’anello R = K[z1, ..., Tp; Y1, -, Yn), Per le quali vengono descritti gli ideali annulla-
tori. Precisamente, se J;, ¢ Iideale di Veronese square - free dell* anello Ky, ..., Y],

le classi considerate sono le seguenti:
1. Ly = I Jy;
2. Lo = I Jy;
3. Ly =1 J1 + I Jy;
4. Ly = I + Ji;

S. Ly = I, + I Jy—1.

Nel quinto capitolo, si definiscono gli ideali T - lineari e si provano teoremi relativi. Per
le classi di cui sopra viene descritto 1'ideale J; , connesso al calcolo degli invarianti
di Sym(I) Sym(L) e si computa la dimensione e la profondita di R[T3,...,T3]/J,
essendo t dei generatori dell’ideale considerato.

Nell’ultimo capitolo infine si studia I’algebra monomiale K[I], o analogamente il k—1
- ipersimplesso su n punti lattice, e, per k = 3, si prova che la sua base di Groebner
secondo I'ordinamento sorted non e né lessicografica né lessicografica inversa. Ulteriori
considerazioni sono fatte per altri valori di k > 2.

Concludiamo con alcuni problemi aperti emersi nel corso dello svolgimento della tesi

e che sono attualmente oggetto del nostro studio.

1. Sia I, k > 2, Iideale di Veronese square - free, I, C K[x1,...,x,]. Se I non ¢
generato da una s - successione (k # n—1), in.(J) = J;+ J*, essendo J I'ideale
delle relazioni di Sympg(Ix), J; la parte lineare in 717, ..., T(Z) e J* un altro ideale
monomiale, J* C K[xl,...,xn][Tl,...,T(:)]. Si sa che reg(J) < regin(J) =
reg(J; + K). Si puo provare che reg(J; + K) > reg(J;)?

Infatti reg(J;) € nota.

2. Il problema di cui in 1. si presenta ancora per le varie classi di ideali di prodotti

misti, ma in tal caso il problema é piu difficile. Studiarlo per valori bassi di n.



3. Nella tesi ¢ stata trovata la struttura degli ideali annullatori di Iy ( sempre
generati da variabili), determinando esattamente quali sono le variabili che com-

paiono nei diversi ideali. Trovare la struttura degli ideali annullatori di /3.

4. Migliorare e completare i risultati sugli altri invarianti per le classi di ideali di

prodotti misti, considerate nella tesi.

La dottoressa Anna Maria Stanganelli ringrazia la Professoressa Gaetana Restuccia
per il prezioso aiuto scientifico, per la disponibilita, per I'aiuto e il sostegno ricevuti
in tutto il suo intenso percorso formativo.

Ringrazia la Professoressa Rosanna Utano ed il Professore Mustapha Lahyane per le
proficue discussioni sull’argomento della tesi.

Ringrazia il Professore Antonino Giambruno, suo Tutor, per la sua grande disponibilita
e infinita pazienza, e per gli incoraggiamenti a proseguire la ricerca.

Ringrazia la Professoressa Luisa Di Piazza, coordinatore scientifico del Dottorato di
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tutto il corso di dottorato, per gli utili consigli e I'affetto dimostratole.



2 Preliminari

2.1 Ordinamenti e basi di Groebner

Premettiamo alcune nozioni introduttive sulle basi di Groebner, sulla teoria dell’eliminazione,
sulle prime sizigie di ideali monomiali, sulle serie di Hilbert.
Sia K un campo ed S = K|z, ..., 2, anello dei polinomi a coefficienti in K nelle

indeterminate x4, ..., z,.

Definizione 2.1 Sia M [linsieme moltiplicativo det monoms di S. St definisce or-

dinamento monomiale su M una relazione d’ordine < su M che soddisfi le sequenti

affermazioni:

1. < é una relazione d’ordine totale su M;
2. Vx, 28 € M : 2% < 2P eVa? € M = 227 < 2°27,a,3,7 € N";

3. < e un buon ordinamento, nel senso che ogni sottoinsieme non vuoto di M

ammette elemento minimale.

Definizione 2.2 Definiamo ['ordinamento lessicografico, <j.., come seque:

Dati o, 3 € N", con a = (ay,...,ay) € B = (B1,..., 3a) definiamo z* < 27 & in
a—Lf = (a;—p1,a2—Pa, ..., — Bn) la prima componente diversa da zero da sinistra

e negativa.
Proposizione 2.3 <., ¢ un ordinamento monomiale.

Esempio 2.4 Nel caso di due variabili x1 € x9, e x1 > x5 abbiamo:

1 <To <3< < .. <2 <Toxy < ... < T30 < ... <2< ..

Esempio 2.5 Se utilizziamo I” ordinamento lessicografico con x1 < x5, allora ab-

biamo:



2
5 <

1<:v1<x%<x§’<...<$2<x1x2<x%$1<...<x
Definizione 2.6 YVa € N",|a] = a3 + ag + ... +

Definizione 2.7 Definiamo [’ordinamento lessicografico graduato, <gegiez, come

seque:
Dati o, 8 € N™ con o = (g, ..., ) € 8= (B4, ..., Bn)

1 < 2P & |al < |B] oppure || = |B] e x® < 2P rispetto all’ordinamento lessicografico.
Proposizione 2.8 <gege, € un ordinamento monomiale.

Esempio 2.9 Nel caso di due variabili x1 e x5, abbiamo:

1 <@y <m <23 <my <23 <2903 <2270 < 23 < ..

Esempio 2.10 Se utilizziamo [ordinamento lessicografico graduato con x1 < xa,

allora abbiamo:

1<z <29 <22 <mymy <22 <3 <2img <3 <as < ...

Definizione 2.11 Definiamo ordinamento lessicografico graduato inverso, <gegreviea

come seque:
dati a, B € N™, con a = (v, ..., ) € B = (51, ..., Bn)

@ < 2? & |a| < |B| oppure |a] = |B| e in a, — B, la prima componente diversa
da zero da sinistra é positiva.E facile verificare che nel caso di due variabili deglex

degrevlex coincidono.

Esempio 2.12 zizyxs > 123 rispetto al deglex con xy > 1o > w3

2x913 < w125 Tispetto al degrevlex con xy > 1o > T3



Proposizione 2.13 Sia S = Klxy, ..., z,]| Uanello dei polinomi a coefficienti nel
campo K e nelle indeterminate x4, ..., x, € sia < un ordinamento monomiale fissato.

Allora ¥V f € S si scrive in modo unico nella forma :

f=cmi+ ... +eme, e, .0 € Kimy,.oome. € Momy > ... > m,.

Definizione 2.14 Definiamo lt-(f) = cymy il leading term di f, le-(f) = ¢ il

leading coefficient di f, Im-(f) = my il leading monomial di f.

Esempio 2.15 Sia f = 22%yz + 3zy3 — 223,

Se lordinamento & lex con x >y > z, allora Ip(f) = 23 lc(f) = =2, 1t(f) = —223;
Se lordinamento & deglex con x > y > z, allora lp(f) = z?yz,lc(f) = 2,lt(f) =
—21%yz2;

Se lordinamento ¢ degrevlexr con x > y > z, allora Ip(f) = xy3,le(f) = 3,1t(f) =
32x13;

Definizione 2.16 Sia I C K|z, ..., z,] un ideale e < un ordinamento monomiale
su S. L ideale monomiale in.(I) = (Im<(f) : f € I) si dice ideale iniziale di I. Esso

e generato dai leading monomi di tutti gli elementi duv 1.

Definizione 2.17 Sia S = K|y, ...,x,], < un ordinamento monomiale in S ed I

un ideale di S. Un sistema di elementi {gy,...,gs} C S si dice Base di Groebner se:

Z?’L<(I) = (lm(g)7g S ]) = (lm<(gl)7 "'7lm<(gs))'

Teorema 2.18 Sia [ ideale e < un ordinamento monomiale, G = {g1, ..., gs} base
di Groebner di I, f € k[xq,...,x,], f # 0. Allora:

1. Jay, ...;as,7 € klx1, ..., Ty, f = a191+...+asgs+7r er =0 oppure r # 0 e nessun

monomio di r & dwisibile per nessun dei monomi lm(g), ..., Im(gs);
2. T e unico.

Prova. Vedi [1], Th. 1.6.7.

Buchberger ha introdotto le basi di Groebner negli anni 60, e un algoritmo per

calcolarle.
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Definizione 2.19 Sia S = K|[xy,...,x,], < un ordinamento monomiale, f,g €
S, f#0,9#0,2%=Im(f),2° =1lm(g) e 27 = mem(z®,2%). Allora:

S(f,g) = %f - %g si dice S - polinomio di (f,g). 1l polinomio S(f,q) ha la

proprieta che i termini dominanti di f e g si cancellano.

Definizione 2.20 Dati f,g,h € K|z1, ..., x,] con g # 0,diciamo che f si riduce ad
h modulo g , e scriveremo f I h, se e solo se Ip(g) divide un termine non nullo X

che appare in feh=f — %g.

Esempio 2.21 Siano f = y*z +4yx — 32,9 =2y + 2z +1 € Q[z,y]. Sia <geglex
* ordinamento fissato con y > x. Allora:
1,2 9 1,3 2

9 1.2 7 2 91,3 7 9 7
[ = —gyx® + gyx — 32 = 30° + gyr — 7 = J0° — 517 — 1.

Teorema 2.22 Criterio di Buchberger
Un insieme { f1, ..., fr} di polinomi di S, f; = m; +monomi di grado minore rispetto
all’ordinamento dei termini < & una base di Groebner per 1" ideale (fi,..., f;) da

essi generato, rispetto all” ordinamento dei termini <, se ogni S - coppia S(f;, f;) =

lem(mg,m; f __lem(m;,
) i )

m] \ . . N .
_~ oy f; puo essere ridotta a zero tramite I insieme { f1, ..., f,} usando
I* algoritmo della divisione multivariata.

Prova. Vedi [1], Th. 1.7.4.

Esempio 2.23 Siano fi = zy — x, fo = 22 —y € Q[z,y] con ordinamento dei
termini deglex con x < y. Sia F = {f1, f2}. Allora S(f1, f2) = v fi—yfo = y* —2? =N
y2 — y & ridotto rispetto a F. Cosi noi aggiungiamo f3 a F, e otteniamo linsieme

F' = {f1, fa, fs}. Allora S(f1, f2) = 0. Ora S(fi,f3) =yfi —xfs3 =0 e S(fa, f3) =
Y fo—2tfs = -3+ 2%y iR 2%y —y? 5o. Dunque { f1, f, f3} € una base di Groebner.

11



2.2 Teoria dell’eliminazione

La teoria delle basi di Groebner si e sviluppata con successo in questi ultimi anni;
essa nasce dalla introduzione di un ordinamento totale sui monomi dell’anello A dei
polinomi in un numero finito di indeterminate, a coefficienti in un campo K di carat-
teristica zero.

La teoria dell " eliminazione ¢ uno dei piu importanti campi di applicazione; tale ar-
gomento ¢ classico ma puo essere rivisto utilmente utilizzando la teoria delle basi di
Groebner.

Consideriamo due insiemi di variabili {z1,...,x,} e {y1, ..., Ym} . Assumiamo che i
prodotti di potenze nelle variabili x; e 1 prodotti di potenze nelle variabili y; siano
ordinati dai due ordinamenti di termini <,, <, rispettivamente. Definiamo un ordi-

namento di termini < sui prodotti di potenze nelle variabili z; e y; come segue:

Definizione 2.24 Per X, X5 prodotti di potenze nelle variabili x; e Y1, Yo prodotti
di potenze nelle variabili y;, definiamo: X1Y; < XoYs &= X; <; Xo 0 X7 = Xy e
Yi <, Yo
Questo ordinamento dei termini e chiamato un ordinamento di eliminazione con le

variabili z; pw grandi delle variabili y;.

Lemma 2.25 L’ordinamento di eliminazione definito nella definizione precedente
e un ordinamento dei termini. Inoltre, se Y e un prodotto di potenze nelle variabili
y; e Z e un prodotto di potenze nelle variabili x; e y;, tale che uno degli x; appaia ad

una potenza positiva in Z, allora Y < Z.

Esempio 2.26 Se gli ordinamenti <, e <, sono ordinamenti lessicografici, allora
lordinamento di eliminazione definito nella definizione precendente e un ordinamento

di termint lessicografico sulle variabili con le variabili y; piw piccole delle variabili x;.

L’ordinamento di eliminazione risulta piu vantaggioso rispetto all’ordinamento dei
termini lessicografico tra le variabili x; e y;. Il vantaggio di questo ordinamento si ha
quando si e interessati a proprieta in cui | ordinamento dei termini lessicografico tra
due insiemi di variabili non e vantaggioso. Cio e chiaramente mostrato dal risultato

che seque:
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Teorema 2.27 Sia I un ideale non nullo di Klyi,...,Ym,T1,...,Ts] € sia < un
ordinamento di eliminazione con le variabili x; piw grandi delle variabili y;. Sia
G ={g1,...,9:} una base di Groebner per questo ideale. Allora G N [y1,...,Ym] € una
base di Groebner per Uideale I N [y1,...,Ym]. L’ideale I N [y1,...,ym] & chiamato un
ideale di eliminazione (poiche le variabili x; sono state eliminate).

Prova. Chiaramente G N [y1,...,Ym] € contenuto in I N [y1,...,Ym]. Ora sia 0 #
F@W1, s m) OOV Y1y ooy Ym]. Dal momento che G & una base di Groebner per I,
allora esiste un indice i tale che lp(g;) divida Ip(f). Inoltre, dal momento che f ha
solo variabili y; noi vediamo che Ip(g;) involve solo le variabili y;, e cost dal Lemma
precedente, ogni termine in g; involve solo variabili y;, il che e equivalente a dire che
i € GO Y1, .oy Ym]. Allora, per ogni f € I N0 [y1, ..., Ym] , esiste g; € G N [Y1, ., Y]
tale che lp(g;) divida Ip(f), e dunque G N [y, ..., Ym| € una base di Groebner per

In [y17"'aym] .

Come prima applicazione del teorema presentiamo un metodo per trovare i generatori

per 1" intersezione di due ideali.

Proposizione 2.28 Siano I,J ideali di K|x1,...,x,] e sia w una nuova variabile.
Consideriamo 1" ideale (wl, (1 —w)J) in k[, ...,x,]. Allora
INJ=(wl,(1-w)J)NK|zy,...z,)].

Considerazione 2.29 Se I = (fi,..., fs), e J = (f;, ...,f;), allora un insieme di
generatori per Uideale (wl, (1 —w)J) & {wfi,...wfs, (1 —w)f, ... (L =w)f,}.

Come conseguenza del risultato otteniamo un metodo per calcolare i generatori dell
“ideale I N J. Per prima cosa calcoliamo una base di Groebner G per | ideale
(wl,(1-w)J) C K|z, ..., T, w]| usando un ordinamento di eliminazione con 1, ..., ,
pit piccole di w. Otteniamo allora una base di Groebner per I N J calcolando G N
K[xq, ..., 2]

Esempio 2.30 Consideriamo i sequenti ideali in Q[x,y]:

I=@+y—1Lx—yr+3) e = (*y—1).

C1 proponiamo di calcolare I N J. Calcoliamo una base di Groebner G per l'ideale

(w(z? 4+ y® = 1),w(r —yz + 3), (1 —w)(z?y — 1)) C Q[z,v, 2] usando ’ordinamento
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dei termini greviex sulle variabili x e y con © > y e un ordinamento di eliminazione

con w pi grande di x e y. Abbiamo:

G = {23y? — 23y — 32%y —wy + 2 + 3, 2%y + 2ty — 2%y — > — 22 +1,12853w + 118zy + 9z2y3
—357x3y — 9722%y? + 215222y — 11822 — 9y? + 3572 + 972y — 2152, 2%y + 32%y* — 23 +

322y — 3y? — 3y* — 3y — 3.

Cosi una base di Groebner per 1" ideale I N J &

G = {23y? — 2%y — 322y — wy + o + 3, 2%y + 2ty — 2%y — v — 2% + 1, 2%y + 322y + 3222

—23 4+ 3%y — 3y? — 3y — 3.
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2.3 Serie di Hilbert

Sia R un anello commutativo noetheriano con identita. Una serie formale di potenze
con coefficienti in R é una espressione formale ) ., a,X", dove a,, € R. Definiamo

la somma e il prodotto di due serie formali di potenze, come segue:

20 0n X"+ D0 bn X" = 0 n X

dove ¢, = a,, + b, ¢

Y ons0 @ XY s bn X =30 0 dn X

dove d,, = apb,, + a1b,—1 + ... + a,by. L insieme di tali serie formali diviene un anello
denotato con R[[X]].

Nell’anello R[[X]], & facile vedere che (1 - X)(1+X +X?+...) = 1. Cost 1 — X ha un
inverso moltiplicativo. Possiamo dire esattamente quali sono gli elementi in R[[X]]

che hanno inverso moltiplicativo.

Proposizione 2.31 La serie formale F(X) =), . a, X" € R[[X]] ha un inverso

in R[[X]] se e solo se ag ha un inverso in R.

Sia R = Klz1,...,x,|/a un’algebra omogenea su K. Allora R = @;>¢R;, dove R; ¢
il K- spazio vettoriale di elementi omogenei di grado i in R. La dimensione di R; ¢
finita, dal momento che il numero di monomi di grado i é finito, e h(i) = dimg(R;)

¢ chiamata funzione di Hilbert di R.

Definizione 2.32 Se R = @i R; & un algebra omogenea, allora Hr(X) = 37,5, h(i) X"

e chiamata serie di Hilbert di R.

Esempio 2.33 Se R = K|z,y|, allora R; & generato da x*, 2" 'y, ...,y*. Questi
monomi sono linearmente indipendenti, cost dimy(R;) = i+1. Allora avremo Hp(X) =
142X 4+3X*+...=(1-X)2

Esempio 2.34 Se R = Klz,y|/(z% xy), allora i sequenti monomi costituiscono
una k- base per R: 1,xz,y,9y% v3,y*, ... Pertanto si ha: h(0) = 1,h(1) =2, e h(i) = 1
sei>1. Cost HR(X)=14+2X+X?+ X3+ .. =(1+X - X?)/(1 - X).

Teorema 2.35 Sia R = K|z, ..., x,| una k- algebra omogenea. Allora Hr(X) =
p(X)/(1 = X)?, per qualche polinomio p(X) € Z|X] con p(0) =1 e qualche d < n.
Per qualche i, hg(i) & un polinomio in i, detto polinomio di Hilbert di R.

Prova. Vedi [9], Theorem 7.
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Corollario 2.36 Sia R = K[z, ...,x,]|/a un’algebra omogenea con serie di Hilbert
p(X)/(1 = X)?, dove p(1) # 0. Allora la funzione di Hilbert di R, hr(i) = dimg (R;)
& un polinomio di grado d - 1 in i con coefficiente pit alto p(1)/(d — 1)! per i molto
grande (se d = 0,hg(i) = 0 per i molto grande). Prova. Vedi [9], Corollary 8.

Definizione 2.37 Sia R un’algebra omogenea con Hp(X) = p(X)/(1 — X)?, dove
p(1) # 0. Allora definiamo dimensione di R il numero d.

Esempio 2.38 Sia R = Klz,y,z|/(2% xyz). Se i > 3 i monomi non nulli di
grado i in R sono x9y"7,0 < j <1, eyt 7,1 <j<i—1. Essi sono in numero di
1+ 3, dunque il polinomio di Hilbert di R ¢ i+ 3. Usando il corollario vediamo che la

dimensione di R e due, poiche degi + 3 = 1.

Definizione 2.39 Sia M un R - modulo graduato finitamente generato di dimen-
sione d. L’unico polinomio Py (X) € Q[X] tale che per qualche H(M,n) = Py(n)
pern > 0 e chiamato il polinomio di Hilbert di M. Scriveremo:

Py(X) = Z?;()l (—1)d*1*ied_1_i(xi+i). Allora la molteplicita di M & definita come
seque:

e(M) =-eysed>0, e(M)=1M) sed=0, essendo [(M) la lunghezza del modulo
M.

Teorema 2.40 (di Macaulay) ([3], Theorem 4.1.,Corollary 2.4.)
Sia R = Klz1,...,x,]/a una K- algebra omogenea e sia in-(a) lideale iniziale di a
per qualche ordinamento totale dei termini in K[z, ...,x,]. Allora le due K -algebre

ReR =Klzy,...,v,)/inc(a) hanno la stessa funzione di Hilbert.

Corollario 2.41 Sia R = K|x1,...,x,|/a una K- algebra omogenea e sia in(a)
Uideale iniziale di J per qualche ordinamento totale dei termini in K[y, ..., x,]. Allora
dim(R) = dim(R) e ht(a) = ht(in.(J)).

Prova. Poiché il numero d = dim(R) si legge sulla funzione di Hilbert di R, il
primo asserto & ovvio. D’altra parte dim(R) = dimK[xy, ..., z,) — ht(J) = dim(R') =
dimK |z, ...,x,| — ht(J). Ne seque l’asserto.
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2.4 Primo modulo delle sizigie

Gioca un ruolo centrale nella teoria degli anelli e dei moduli e un ruolo chiave nella
teoria delle basi di Groebner e nell’algoritmo di Buchberger il primo modulo di sizigie
di un modulo M finitamente generato su un anello A. Essendo il primo modulo di
sizigie, un modulo finitamente generato(poiche sottomodulo di un modulo libero su

A), uno dei principali obiettivi sara quello di calcolarne i generatori.

Sia A = Klzy,...,x,]. Sia I = (f1, ..., fs) un ideale di A. Consideriamo I’omomorfismo

di A - moduli ¢:

p:A*— 1
(1, .oshs) —> >0 hifi
Sappiamo che
I =2 A%/ker(¢), come A - Moduli.

Definizione 2.42 [l nucleo della mappa ¢ e chiamato primo modulo di sizigie della
s matrice [fy, ..., fs] . E denotato con Syz(fi,..., fs). Un elemento (hy,...,hs) di
Syz(fi,..., fs) € chiamato una sizigia di [fi, ..., fs| e soddisfa:

hifi+ .+ hofs = 0.

Notiamo che la mappa ¢ puo anche essere vista come una matrice di moltiplicazione:

ha
sk = o f| |5 bt
hs
ha
Questo significa che, se F ¢ la lxs matrice [fi,....fs] e h =| . |€ A allora
hs

O((hi,...,hs) = Fh e Syzi(fi,..., fs) € I insieme di tutte le soluzioni h della equazione
lineare F'h = 0.
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Esempio 2.43 Sia A = Qlz,y,z,w|, e [ = (2* — yw, 1y — w2, ys — x2).
La mappa ¢ & data da (hy, ha, hy) — hi(z2 — yw) + ha(zy — w2) + hy(y?* — z2).
Allora (y, —z,w) e (—z,y, —x) sono anche sizigie di [x* —yw vy — wz y* — 12|, dal

momento che

y(z? —yw) — z(zy — w2) + w(y? —z2) =0

—2(2?* — yw) + y(zy — wz) — z(y* — x2) = 0.

Noi mostreremo in sequito infatti che queste due sizigie generano Syzi (> —yw zy—wz
y* — xz), che ¢ uguale a :

Syzi(z? —yw 2y —wz y* —x2) = ((y, —x,w), (—2,y, —x)) C A3.

Grazie all’isomorfismo dato da I = A®/ker(¢), lideale I puo essere descritto come
quoziente di un A - modulo libero e Syzy(f1, ..., fs) come insieme di tutte le relazioni
lineart tra fi, ..., fs.

Il modulo Syz1(f1, ..., fs) giochera un ruolo critico nella teoria delle basi di Groebner.
In particolare, sara usato per provare l’algoritmo di Buchberger.

Osserviamo che, Syzi(fi, ..., fs) & finitamente generato, essendo un sottomodulo di A®
del modulo libero su A. Uno dei nostri scopi & calcolare i generatori di Syz1(fi, ..., fs)-

1l prossimo lemma mostra come calcolare questi generatori in un caso speciale.

Proposizione 2.44 Sia A = Klxy,...,x,] e siano ci,...,cs € K — 0 e siano
Xy, ..., Xs prodotti di potenze in A. Per i # j € {l,...,s} noi definiamo X;; =
lem(X;, X;). Allora il modulo Syzi(c1 X7, ...,csX;) € generato da :

X Xi; .
{Ci)giei — o6 € A1 <i<j< s},

dove {eq, ...,es} € la base standard di A®, e; = (0,0,...,1,0,...,0),1 <i < j.

. . . . : Xij X4 N
Prova. Anzitutto notiamo che per ogni i # j, la relazione X, 6 T X, 6 € una

sizigia di [c1 X7 2 Xy ... ¢sX;|, dal momento che:
(1 X1 X5 . ¢ X,](0,...,0, 2.0, ...,0, — = 0,...,0) = 0.

7@7 W7
Inoltre
X X .
(Ci—)giei — cj—)gjej|1 <i<j<s)CSyzn(a1Xy,...,csXs).

Per provare 1" inverso, sia (hy, ..., hs) una sizigia di [¢1 X7 c2Xo ... ¢sX;], il che sig-
nifica, hici X1+ ... + hses Xg = 0.
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Sia X un qualunque prodotto di potenze in T", essendo T™ un K - spazio vettoriale
con base, T, di tutti © prodotti di potenze, T™ = {:c’fl:cgn/ﬁz € N,i =1, ,n} Al-
lora il coefficiente di X in hici X1 + ... + hses X deve essere zero. Cio e sufficiente
per considerare il caso per cui hy = ¢;X;, i =1,....;s, e dove c; = 0 0 X;X; = X per

. ! / . . . . . . .7
un fissato prodotto X. Siano ¢; ,...,c; , con iy < ... <1 i coefficienti non nulli di c;.

Allora si ha cyc; + ... + c,cs = c;lcil + ...+ c;tcit =0 . Inoltre, abbiamo:

!

(R, ..., hs) = (¢, X1, ... C,

S

!/ / ! / /
XS) — C“leezl _|'_ en + C’LtX'Ltezi

_ ) X / X
= Cilcilmeil + ...+ citcztmeit

X (Xi1i2 e Xiqig

/
= ¢ Ciy~— €i,)
111 ipig \Cip Xiq (31 Cig Xig 22

/ / X Xigig Xigig
+ (Cilcl1 + Ci2612> Xigig (Ciinz Ciz Cig Xig 623) T

, / X Xip_qiy Xiy_qig
+(c;,cip + oo+ Citflc“fl)Xit,lit o X Cit - €i,)

! I
X
+Scilci1 + ...+ ¢,6) X

P
J 't

-~

=0

come volevasi dimostrare.
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3 s - successioni

3.1 Definizione di s - successione e primi esempi

Di fondamentale importanza per il calcolo degli invarianti algebrici dell © Algebra
Simmetrica di moduli finitamente generati su anelli noetheriani ¢ il concetto di s -
successione, che trova applicazione nella teoria delle basi di Groebner per definire gli
ideali di queste algebre simmetriche.

Sia R un anello Neotheriano, M un R - Modulo con generatori fi, fa, ..., fn € (ai;)
i =1,..,me j = 1,..,n la matrice delle relazioni. Denotiamo con Sym(M); I'i
-esima potenza simmetrica e con Sym(M) = @B;>0Sym(M); 1'algebra simmetrica di
M.

Notiamo che

Sym(M) = R[y17y27 7yn]/‘] con J = (glnga "'7g’m)’ dove gi = Z?:l A;5Y;-

L’ideale Sym (M) = @;-0Sym;(M) e generato dalle classi resto di y; che denotiamo
con f;.

Consideriamo S = R[y1, 2, ..., Yn] come un anello graduato assegnando a ogni vari-
abile y; il grado uno e agli elementi di R il grado zero. Allora J ¢ un ideale graduato
e 'epimorfismo naturale S — Sym(M) é un omomorfismo di R -algebre graduate.
Sia < un ordinamento monomiale sui monomi in yi, Yo, ..., ¥, cOn Y1 < Yo < ... < Yy, -
Noi diremo un tale ordinamento ammissibile. Per ogni polinomio f € R[y1, Y2, ..., Yn],
f = >, aqy® noi poniamo in(f) = a,y® dove y* il pit grande monomio di f con
aq # 0 e fissiamo in(J) = (in(f) : f € J), a € N",a = (a1, ..., ), y* = yi*...yon.

Per ¢ = 1,...,n poniamo M; = Z;":l Rf; e sia I; I'ideale colon M;_; : f;. In altre
parole, I; é I'ideale annullatore del modulo ciclico M;/M; 1 = R/I; . Per convenienza
noi poniamo anche Iy = 0. GIli ideali I; sono chiamati gli ideali annullatori della

successione f1, fo, ..., fn .

Osservazione 3.1 (l1y1, lys, ..., [yyn) C in(J) e i due ideali coincidono nel grado

Definizione 3.2 [ generatori fi, fa, ..., fn di M sono chiamati una s - successione

( rispetto ad un ordinamento dei termini ammissibile <) , se
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ZTL(J) = (Ilyla ]2y27 seey ]nyn) .

Se in aggiunta Iy C I C ... C I, , allora fi, fo, ..., fn € chiamata una s - successione

forte.

Consideriamo il caso particolare in cui R = K|z, z,...,x,] 1" anello dei polinomi su
un campo K, e sia < un ordinamento dei termini su S = K[x1, X2, ..., Tp, Y1, Y2, -+ Yn]

cony; <ys <..<ypex <y;perogniiej. Allora:

1. Per ogni base di Groebner G di J( rispetto a < ) si ha in(J) = (in(f) : f € G)
. In particolare, fi, fo,..., fn, € una successione di M se gli elementi di G sono

di grado uno nelle variabili y;.
2. Nel caso in cui M sia un ideale monomiale, in.(J) = in(J).

Osserviamo il seguente fatto proveniente dalla teoria delle basi di Groebner: Sia R un
anello dei polinomi,gy, go, ..., g, polinomi in R e <; e <5 siano due ordinamenti dei
termini su R tali che in.,(g;) = in<,(g;) per ogni i = 1,...,m. Allora g1, ga, ..., gm €
una base di Groebner rispetto a <; se e solo se esso ¢ una base di Groebner rispetto
a <y .

Come conseguenza di questa osservazione otteniamo il seguente:

Lemma 3.3 Sia [ un ideale generato dalla successione di monomi f = fi, fa, ..., fn
. Se fé una s - successione rispetto ad un ordinamento dei termini ammissibile, allora

f e una s -successione rispetto ad ogni altro ordinamento dei termini ammissibile.
Consideriamo qualche semplice esempio di ideali monomiali.

Esempio 3.4 Sia R = K|z, 9, ..., x,],

1. 2%, 23 1119 ¢ s - successione forte.

Poniamo

fi =13, fo =123, f3 = x129
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g12 = f12T2 - f21T1 = fE%TQ - $%T1
g1 = g13 = f13T3 - f31T1 = 2113 — 2511
g2 = oz = fa3Ts — fao'lo = 2T — 21T

g2 = S(gua, ) = aaTh — 1o = alTe AT

Ora S(g1,93) = —x2T1gs , € S(go,93) = 231192 — 11Thgs, € cosi dal crite-
rio di Buchberger noi abbiamo in(J) = (232Ty, (x1,72)1,). Notiamo che l'ideale
M = (2% 23, 2179) non & di tipo lineare, dal momento che x35 — TyTy & una
relazione dell’anello di Rees. Dunque [’esempio mostra che un ideale generato

da una s - successione puo non essere di tipo lineare.

2. 22,1179, 3 non & una s - successione, dal momento chein(J) = (x,T3, 21Ty, 22T, T3)
se VT3 > T3 | ein(J) = (x1T3, 21T, xoT5) se T'Ty < T3. Gli esempi (1) e
(2) mostrano che la proprieta della s - successione puo influire sull’ordine della

SUCCESSIONE.

3. L’ideale (a:lxgscg,xluxg,,xgm) di tipo lineare ma $1$2$’i,$1$4$5,$3$4 non ¢
una s -successione, perche in(J) = (vowsTy, x125T3, x124T1T3) se TyTy < T22 , €

Z?’L(J) = ($2$5T2,I1[E5T3,372[L‘3T22) se T1T3 > T22

3.2 s - successioni monomiali

Sia R = K|[x1, X2, ..., Ty , dove K & un campo e sia I = (f1, fa, ..., fu), dove fi1, fo, ...s fn
sono monomi. Poniamo f;; = [ff—m,z # j . Alora J é generato da g;; := fi;y; —
f5iyi, 1 <i < j <n . Notiamo che gli ideali annullatori della successione fi, fa, ..., f
sono gia gli ideali I; = (fu;, fa, ..., fi—1,). Come abbiamo gia osservato prima, una
successione monomiale & una s - successione se e solo se g;;,1 < ¢ < j < n ¢ una
base di Groebner per J per ogni ordinamento dei termini che estende un ordinamento
ammissibile dei termini sulle y;. Fissiamo ora un tale ordinamento. Richiamiamo i

seguenti fatti:
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Proposizione 3.5 Siano i,j,k € 1,...,n coppie distinte di interi. Allora

fiefwi  _ finfrs frifis  _ fiifie
Fiilfesfi) — fijlfnsfirl €R,e Trilfizofie) = Fiklfigifirl €R

Prova. Risulta fijfjkfki = fikfkjfji, infatti:

fi fi  fe  _ _fi _fi fk
(fisf5] [Fi S [frofs] (fi:fk] [fi,fi] [ f3)

fik f o fik £ F
[f5k>fik] f”f’” - [fjk:fik}fkjfjifk]fﬂ )

Poiche [fi;, fj;] = 1 risulta

fﬂ [fjk,fik]sz » € f” [fjk,fik]fk] ’
Infatti:

finfuei  _ fieSrj
Fialfiesfil = Fiilfinsfirl € R

Alla stesso modo, abbiamo

feifiz  _ fiifie
frjlfigofil — Finlfijs fir) € R

Proposizione 3.6 Se per ogni i, j,k,l €1,...,n coni < j,k<l,i#kej#I1 noi

abbiamo [fi;, fu] = 1, allora fi, ..., f, € una s - successione.

Proposizione 3.7 Una successione monomiale f1, fa, f3 € una s - successione se
e solo se [fia, fas3) = 1.
Prova. Grazie alla proposizione 3.5. si deve solo dimostrare che se f1, fa, f3 € una s
- successione, allora [fi2, fo3] = 1. La proprieta di essere s - successione implica che
J12, G13, o3 € una base di Groebner di J. In particolare, S(g12, go3) ha un’espressione

standard rispetto a g12, g13, g23 con resto zero. Ma

S(g12, go3) = — [}cf;,];%z]?/s,yl + _[}”1122,;3223] 3/%

Cost []{?;’}i} Y3 0 []{fgjj;??z]ygyl sono divisi da in(gi2),in(g13) 0 in(ges).

Nel primo caso, fis ’ []{1122’;?223] ,

e cost, [f12, fos] | f32. Allo stesso modo, dal momento che
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[[f12, fas] | fa2] = 1

seque che [fia, fos] = 1. Nel secondo caso, fa3 [ﬁ;ﬁi] , 0 f13 [ff;’}zz] Se fg[ﬁ;’iz
abbiamo [fi2, fas] [f21, € hence [fi2, fas] = 1. Se fi3 ’ [;1221]}222] , abbiamo

___ fo1,fa3 fi2,f32 .2 foifesfs1 2
5(912’923> = T Falfia faa) 1913 - [Fi2.f2s] Y2 Fislfrz, fas] I1°

Allora [?Q’f‘”} ys divisa da in(gi2, cost che fis fm}”} , € allo stesso modo [f12, fa3] | f32 -

Allora [f12, f23]) = 1. Allo stesso modo, in qualunque caso, abbiamo che [fia, fo3] = 1.

Esempio 3.8 Siano f; = x7"..x0", fo = Lale fy = 2]t ). Allora la
condizione |[fia, fa3] = 1 della proposizione 3. 7. soddisfatta se e solo se, per ogni
L= 1,...,”,0@ Sﬁl 051' §72

Prova. E facile provarla.

Esempio 3.9 Sia I, l'ideale di Veronese square - free di Klzy,...,x,] generato da
tutti © monomi square - free di grado 2. Per n > 4, Iy non soddisfa la condizione
della proposizione 3.6. del capitolo 3. Infatti:

Sia Iy = (x1x9, T3, T1Xy4, ToX3, ToTg, T3Ty),

Poniamo f1 = 122, fo = 2123, f3 = 1124, f12 = 2273, f5 = Xa24, f6 = 2374,

Ji2 = [flf_1f2] = Ty; f13 = T2; f1a = 1, fo3 = T3, fos = 11, f34 = 1174, 15 = 71, f16 =
T1%2, fas = X1%3, f26 = T1, f35 = T1, fae = X1, fas = 3, fa6 = T2, [56 = T2

Se ad esempio calcoliamo MCD( fi2, fas) = MCD(xq,x9) = 29 # 1, troviamo che Iy

non soddisfa la condizione della prop.3.6. per essere generato da una s - successione.
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3.3 Proprieta delle s - successioni

Proposizione 3.10 Sia R una K - Algebra standard graduata, M un R - modulo
graduato che e generato da una s - successione omogenea f1,..., [ dove tutti gli f;
hanno lo stesso grado, e siano Iy, ..., I, gli ideali annullator: della s - successione.

Allora abbiamo:
1. d:=dimSym(M) = max(l)gfgudrgn {dimR/(L;, + ...+ 1;.) +r},
2. e(Sym(M)) = Y ginmyin ity B/ Ty + o+ L),

In particolare, se fi,..., f, € una s - successione forte, allora

1’ d =0 §mﬁ$§ n {dimR/I,. + r}
>
2’ e(Sym(M)) =0 <r <ne(R/I,).

Prova. Vedi [12].

Proposizione 3.11 Sia R = K|xy,...,x,] un anello di polinomi sul campo K, e
sia M un R - modulo graduato. Assumiamo che M sia generato da una s - successione

forte, e siano Iy C ... C I, gli ideali annullator: di questa successione.

1. Se tutti i generatori di M hanno lo stesso grado, allora Sym(M) & standard

graduata e
regSym(M) < max{regl; : i =1,...,n},

2. Per la profondita di Sym(M) rispetto all ideale standard (z1, ..., x,) graduato,

abbiamo
depthrSym(M) > min{depthR/I; +i:i=0,1,...,n}.

Prova. Vedi [12].
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3.4 s - successioni e d - successioni

Esiste un legame tra le s - successioni e le d - successioni. Il concetto di d - succes-
sione fu introdotto da Huneke in [18] per lo studio dell’algebra di Rees di un ideale.

Ricordiamo la seguente definizione:

Definizione 3.12 Una s - successione di elementi f1,..., f, in un anello R e e

detta una d - successione, se sono soddisfatte le sequenti proprieta:

1. fi,..., fn € un sistema minimale di generatori dell” ideale I = (f1,..., fn);

2. (f1,s fica) s fify = (f1, s ficn) + f5, Yisj con 1 <i < j <n.

E facile da provare che la condizione (essenziale) 2. € equivalente a

3. ((fl, "‘7fi—1) : fz) NnIl= (fl’ ~--7fi—1>; Vi = 1, N

Noi chiameremo d - successione una successione che soddisfa le condizioni equivalenti
2. e3. .

Per testare che una successione € una d - successione e utile usare il sequente lemma:

Lemma 3.13 Sia I C R un ideale generato da fi,..., f, € denotiamo con g la
classe residua di un elemento g € R/(f). Allora le sequenti condizioni sono equiv-

alenti:
1. fi1,..., fn € una d - successione;
2. (0: fi))NI=(0) e fa, ..., f una d - successione in R/(f1).

Prova. (1) = (2): ¢ sufficiente dimostrare che fs, ..., f, d - successione. Sia
I=1/(f1)esiaa€ (fa,...,fio1) ea € l. Alloraa € (fi,..., fi.1): fi ea € I, ne seque

che af; € (f1,..., fic1) ea € I. Cio implica a € ((f1,..., fic1) - fo) O L = (f1,.., fii1)
e pertanto a € (fa, ..., fi_1).
(2) = (1): Sea € (fi,.... fie1: fi) N1, allora:

a € (fQ; 7fz_—1) : fz m]_: (.an "'7fi_—1)7

e cosi a € (fryoey fic1)-
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Il teorema sequente ¢ stato provato in [12], ma noi lo riportiamo perche e fondamentale
e talvolta lo utilizzeremo. In [12] esso ¢ provato per un R - Modulo finitamente

generato M. Noi lo riscriviamo per M = I = ideale di R.

Teorema 3.14 Sia fi,..., fn, un sistema di generatori di I C R, sia Sym(l) =

Rly1, ..oy ynl/J.
Le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. fi,..., fn€ una s - successione forte rispetto all” ordinamento lessicografico in-

verso (indotto da y; < Yo < ... < Yy).

2. ff, ..., fre una d - successione (in Sym(1l)), essendo f7,..., fr le immagini di

f1, ey fr in Sym(I).

Prova. (1) = (2) : Siaa € (0: ff) N Symy(I), dove a & omogeneo, e sia g € S =
Rly1, ..., Yn] una controimmagine omogenea di a. Allora deg(g) =d >0 e gy; € J.
Siano Iy C Iy C ... C I, gli ideali annullatori di fi, ..., f,.Proviamo per induzione sul
numero di variabili che appaiono inin(g) che g € J, in altre parole , che a = 0. Infatti
. supponiamo che in(g) = cyl. Allora g = cy? e in(g)y, = eyl € in(J). Questo
implica che c € I; e cost cyr € J. In particolare, seque che g € J. Supponiamo ora
che in(g) = cyi Yiy---Yi, con iy < iy < ... <igeig > 1. Allorain(g)y, € in(J) implica
c € 1, che la s - successione e forte. Dunque esiste un elemento |l € J di grado 1
con in(l) = cy;,. Sia h =g — yi,Yip--Yi, ,l. Allora h =a e in(h) < in(g), e l'asserto
seque dall” ipotesi di induzione.

Sia I =1/(f1)R,S = S/yS, e J = J/yJ =JS. Allora Sym(I) = S/J. Inoltre,
per I° ordinamento lessicografico inverso indotto da y1 < yo < ... < Yy, Seque che
in(J) = in(J). Cosi, se noi denotiamo con fs, ..., f, & le classi residue di fo, ..., fn,
seque che fa, ..., fa & ancora una s - successione, e che peri =2, ....n la classe residua
fr di fr di Sym(I) = Sym(I)/f;Sym(I) ¢ uguale a f;. Dunque per induzione sulla
lunghezza della s - successione,possiamo assumere che fa, ..., fn & una d - successione.
(2) = (1) Proviamo che I, C I C ... C I,,, ossia che la s - successione e forte. Infatti,
poiche ff, ..., fr & una d - successione seque che (ff,..., f;1) fF C(ff ., ) [,
Vi e poiche (ff, ..., fi) [ = (L ff, ..., [i1), seque Uasserto. Sia g € I un polinomio
omogeneo di grado d. Proviamo per induzione su d che in(g) € (I, ..., Inyn). Per
d =1, questo & ovvio. Ora supponiamo che d > 1. Procediamo per induzione su n.
1l caso n = 1, essendo banale, assumiamo che n > 1, e denotiamo come prima~ la

riduzione modulo y;.
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Assumiamo che in(g) = 0. Allora in(g) € (1) e cosi g1. Sia < Uordinamento
lessicografico inverso. Allora esiste h € S di grado d — 1 tale che g = hy, . Segue
che hy, € J. Dal momento che f{,...,fr & una d - successione e dal momento
che deg(h) = d —1 > 0, seque che h € J. Per | ipotesi di induzione abbiamo
in(h) € (L, ..., Lyyn) € cosi in(g) = in(R)yr € (Lyyr, .., Lnyn).

Cosi possiamo assumere che in(g) # 0. Allora, a causa dell’ ordinamento dei termini

che abbiamo adottato, abbiamo in(g) = in(g). Pertanto é sufficiente dimostrare che

in(g) € (Iaya, ..., Inyn). Ma questo seque dall” ipotesi di induzione, dal momento he

g € J, e dal momento che S/J = Sym(I) & generato dalla d - successione f3, ..., fr.
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4 Ideali di Veronese square - free

In questo capitolo si studiano gli idealt di Veronese square - free Ij, dell” anello de:
polinomi S = K|z, ...,x,], generati da tutti i monomi liberi da quadrato di grado k
di S. Si scrivono gli ideali annullatori di I,. Per k = 2,n — 1 si esamina quando I}

e generato da una s - successione.

4.1 Ideali annullatori di I,

Teorema 4.1 Sia Iy C kl[xy,...,x,] Uideale 2 - Veronese square - free, generato

n

2) monomi square - free di grado 2 di S:

dalla successione di (
T1T2, T1T3;5 oy Tn1Tp (1)
ordinati dall’ordinamento lessicografico, con 1 > To > ... > T,,.

Sia Ili?)), 1<g<n,

a)+ @)+ .. +alg—D)+1<E? <o) +a2) + ...+ aly),

essendo a(l),1 <1 <n,a(0) =0,

il numero di monomi della successione (1) che hanno la variabile x; come primo fat-
tore di un monomio, gli ideali annullatori della successione (1).

Allora abbiamo:

(9) _
]ki(ig) -

Prova

(T1, @2, o, Tgy ooy Tp9 (0 (1) 4. +alg—1))+g—1)s dOVE Ty indica omissione.

Poniamo fi; = x1x9, fo = 1123, "'7f(’;) = Tp_1Ty, dove f1 < ... < f(’;)7 dove f1 < ... <
f@) rispetto all” ordinamento lessicografico dei termini e x1 < o < T3 < ... < Zp.
Consideriamo 1" insieme di cardinalita (1) =n —1 dei monomi generatori ed aventi
la variabile x1 come primo fattore, cioe 1~ insieme dei monomi del tipo xix;, per
1=2,...,n.

](1)

w1y’ e st ha:

Gli idealt annullator: relativi sono in numero di n - 1, 11(1)7
17 = (0) : (a122) = (0)

IV = (2125) : (w1205) = (22)

Iél) = (r129, 1123) : (T124) = (T2, x3)

I4(1) = (1129, 1123, T124) : (T125) = (22, 3, 24)

I,(ll_)l = (2129, T1X3, T1Tg, .., T1Tp—1) © (T12,) = (T2, T3, Ty, ooy Tp1)
Risulta g =1 elgkgl) <n-1

. s 1 . 1
Essi possono essere scritti come I]i(l)) = (21, z9, x3, ...,xkg)) per kz( ) = 1,....n—1
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Consideriamo 1 insieme dei monomi del tipo xexj, per j = 3,...,n.Essi sono in nu-
mero di «(2) =n — 2 e risulta:
L2X3; T2Tgs -y L2Ln—1, L2Tp

(2) _ .
I = (2122, 0103, 104, .., T1Tp—1, T1Ty) © (T2T3)
= (T, L1704, T1T5, T1T6, ..., T1Tp_1, T1Tn) = (T1).
[(2) _ .

i1 = (T1T2, 2123, 21T 4, o, T1 Ty 1, D17, ToT3) ¢ (D274)

= (T1, 2123, T1, T1X5, T1XG, coey T1Ty_1, T1Tp, T3) =

(z1,23)

() _
I(n+1)+(n—2) -

- (xla L1X3, L1X4, X1X5, «-ey X1, L3, X4, L5, -, xn—l) -

2) . _
on3(T1T2, D103, 12y, .., T1 Ty 1, T1 Ty, ToT3, ToTy), .o, Talp1) © (ToTy) =

($1,$3,$47$5,“.rﬁn_1)

In generale potremo scrivere: II?Q)) = (x1, Ty, X3, ..., xk§2>_a(1)) per k‘l@) =n,..2n—3,
i

cioe a(1) +1 < k® < a(1) + a(2).

Consideriamo 1" insieme dei monomi del tipo xsx;, 1 = 4,...,n. FEssi sono in numero

di n-3:

T3Ly, X3T5, ..., T3Lp_1,T3Ty

Gli ideali annullator: sono:

]2(2)_2 = (2129, T1X3, T1T 4, ooy T1Tp—1, T1 Ty, ToT3, 2Ty, vvy Tolp_1, Toly) & (T3Ty) =

(561132,351,55190573511?6, o0y L1Lp, T, T2X5, LLe, ---7332%) =

(71,22)

]2(131)71 = (X1%9, T1X3, T1T g, -y T1Tp_1, T1Tp, ToL3, ToLy, -y Lol 1, Loy, T3Xy) : (T3T5) =

(T129, T1, T1T4, T1, T1T6, ..., T1 Ty, T, ToX g, ToLG, -..y Tolp, Tg) = (T1, T2, Ty)

3In—6 ::($1I2,$1$3,I1x4,.”,I1$n,1,$1xn,I2$3,I2x4,.”,I2$n,1,$2In,I3$4,.”,$3$n,1)

: (w3zy) =

(1511'2,151,%@4, ---,$1$n—17$175E2,932I47$2$n—1,$27$4,$n—1) =

(1, T2, Ty, ooy Tp1)

In generale, potremo scrivere: I’i?g) = (xl,:cg,fg,m...,mkzgg) — (a(1) + (2) + 1) per

7

E® =2n—2,...3n—6, essendo 2n—2 = a(1)+a(2)+1=n—14+n—2+1=2n—2,

In—6=ao(l)+al2)+a3)=n—-1+n—-24+n—-3=3n—06.

E cost via, giungiamo all”~ insieme dei monomi del tipo x, ox;;1 = n — 1,n di

cardinalita, o(n — 2) = 2.

Tn—2Tp—1,Tpn—2Tn
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Gli ideali annullatori sono:
1772 = (2129, @
k(" 9y = 1292, L1X3, L1L4y ..., L1Tp—1, L1Lp, L2XL3, L2L 4y ..., Lo, T3L4,
- L3,y - ,.In_an) : (xn—l«xn) -
($1$27$1I3,$1$4,$1,$2$3,$2$4, vy L2y, X3L gy vnvy T3, Ty, "'7mn—2) =

(1‘1, T2, L3, L4y ey $n_2)

Esempio 4.2 n=14

T1T2, T1T3, T1T4, ToT3, Lok, T3Ta, g = 1,2, 3, 4.

a(l)=3

a2) =2

a(3) =1

Allora: 1 < k‘gl) <3,4< k;i@) < 5,k§3) =6, essendo a(1l) + a(2) = 5,a(l) + a(2) +
a(3) =6.

Abbiamo gli ideali annullatori: I1( ), ]él),lé ),]il),]ém,]é ), 1(2) Ié ), I(S) 11(0):
con:
(551, -~,$171+171) = (@) = (0)
= (T1, 22, T241-1) = (T1,22) = (22)
= (Z1, 72, T341-1) = (72, 73)
= (IE -732,374—3+2—1) = (561,56\2,332) = ($1)
—(
= (

T1 132,375 3+2— 1) = (%;5527373) = (3317373)

$1,$27$3;$6 5+3— 1) (331@2753,%3) = ($171‘2)~

Esempio 4.3 n=>5

T1T2, T1X3, L1T4, T1T5, LT3, Taly, Tols, T3Ts, T3Ls, Tals, g = 1,2, 3,4, 5.

a(l)=4
a(2) =3
a(3) =2
a(d)=1

Allora: 1 <k <45 <k® <78 <k® <9,k =10,
Gli ideali annullatori sono:

0V 5 g ) B 1 1 0 1 L

1“ = (0) : (1122) = (0) = (#1,21) = (0)

T1x9) : (1173) = (12) = (21, 22) = (22)

(
(

= (951332,5611’3) : (iUlfL’4) = (551,332,563) = (562,953)
= (

$1l‘27$1$3,$15€4) : (1’1565) = ($2,$371’4)
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]éQ) = (2172, 1173, T104, 1175) : (D273) = (21, T2, T5_(441)) = (71)

I(g2) = (2122, 2123, T1T4, T1T5, T2T3) : (T2Ta) = (T1, B2, Te—a11) = (T1, T2, T3) = (71, 73)
I = (2129, 2173, 2124, 2125, 0223, 0224) ¢ (T275) = (T1, %, T3, D7_401) = (21, T3, 74)
Ié3) _ (x1x27 T1T3, 124, T1T5, ToL3, ToLa, x2x5) : ($3I4) = (Il, T, .f37 «T8—7+2) =

(mla :L‘Q)

16 _ : = 3 =
9 (2129, T123, T124, 175, ToT3, Taly, Tals, T3T4)  (T3T5) = (T1, T2, T3, Tg_742)
(xla T2, :C4)

(4) .
]10 = ($1$27$1$3,$1$4,951%57$2$37$2$4,9€2I5,$3$4,I3$5) : (I4$5) =

(@1, 22, T3, T4, T10-943) = (T1, T2, T3)

4.2 1Ideali di Veronese square - free generati da una s - suc-

cessione

Sia R = Klxy, 29, ...,x,] Uanello dei polinomi su un campo K e I, sia l'ideale di
Veronese square - free di R generato da tutti i@ monomi square - free di grado k nelle
variabili x1, xy, ..., x,. Nel sequito riportiamo i risultati provati in [22] e riguardanti il
caso in cui lideale Iy, e generato da una s - successione. Poiche la proprieta di essere
una s - successione puo dipendere dall’ordine della s - successione, not supporremo
che I, = (f1, fa, ..., fq) dove f1 < fo < ... < f, rispetto all ordinamento dei termini

Lllex €1 < T < ... < Tp.

Lemma 4.4 Sia R = K|z, xo, ..., x,] Uanello di polinomi su un campo K e I, C R

con 2 < k < n. Se I ¢ generato da f; < fo < ... < fy tali che [fij, fu] = 1 per
1<j,h<lii#h,jg#1cont,jhlel, .. .qallorak=n-—1.
Prova. Sia I, = (X;,..X;, |1 <iy < ... <ip<n)e fi,.., f, siano i suoi generatori
con q = (Z) Se fi; = [ff_z}ﬂ per i < j, seque che fi; = X;,..X; conr <k eper fn fi
con h < l,;i # h,j # | noi abbiamo fr = Xp,.. Xy, (il massimo grado ¢ n — k).
Dall ipotesi [fi, fru] = 1 i < j,h < 1,i # h,j # | seque che X;, # X, per tutti i
j=1,..,ret=1, .. p. Questo significa che non ci sono altri generatori fn, f; di I,
tali che fn contiene qualche variabile X;,...X;, (che sono in fi;). Segue che se una
variabile di f;; € nel monomio fy,, con h # 1, allora tale variabile appartiene ad ogni
altro generatore f; per tutti gli | > h el # j. Pertanto la struttura dei monomi che
generano I e la sequente:

J1 = T1%0.. 0y 3T 2Tn_1, fo = X102 Tp_3Tp_oTp, f[3 = T1T2... 00 3T 1Tn, frno1 =
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X1X3.0. Ly 9Ty 1Ty, fn = ToX3..Tp_oXp_12,. Fssi hanno lo stesso grado n — 1. Seque
che k=n—1.

Teorema 4.5 Sia R = K|z, o, ...,x,] Uanello di polinomi su un campo K e Iy

con 2 < k <n. L ideale I}, & generato da una s - successione se e solo se k =n — 1.

Prova. =) Sia I, = (f1, fa, ..., fy) € supponiamo che fi, fa, ..., f; sia una s - suc-
cessione. Noi proviamo che [fij, ful =1 peri < j,h < l,i# h,j # 1 coni,j,h,l €

1,...,q. La proprieta di essere una s - successione implica che
G={gy = fijTy — [;TiI1 <i<j<q}

¢ una base di Groebner per J, l'ideale delle relazioni di Sym(I,—1). In particolare,
S(Gij, gn) ha una espressione standard rispetto a G con resto zero. Notiamo che avere
una espressione standard di S(gi;, gn) equivale a trovare qualche gy € G il cui termine
iniziale divide un termine di S(g;j, gn) e sostituire un multiplo di g5 in modo che il

restante polinomio abbia un termine iniziale piu piccolo e cosi fino a che il resto sia

ZETO.

St ha:

S( ) fij fin TT, _ fnifji TT
9is» 9nt) = Ty g Lath = T il

Osserviamo che [f;j, fu] = 1 poiche fi, fa, ..., f sono square - free. Ora consideriamo
gli altri casi. Supponiamo che i < j,h < l,i # h,j # l. Poicheé S(gj, gn) ha una

espressione standard rispetto a G, esiste gg tale che in<(gs) divide in<(S(gij, gni))-

ity
[fij fnl

Il primo caso éfhl|[£’;’7§fl], allora [fij, fullfji- Ma, dal momento che noi abbiamo

[[fij> frl, f3i] = 1, allora seque che [fij, fu] = 1.
Il secondo caso &f| Inidii - dope fsa=1n(gs) con s < j es<h.

Se 1> j allora inc(gy)|

[fijsfnil’
fiifni fighn o fiifnifis
S(gij’ghl)” ~ falfi fhl]gSlT + [fij fhz]TTh fsilfiz fhz}TT
Allora []{:lj”;ﬁ:l]ﬂThe diviso daf;j. Dunque [fi;, fullfin. Ma, poiche [[fij, ful, fin) = 1,

fijfin
[fzyvfhl]
Il primo caso é f;j] ”f’”], allora [fij, ful| fin- Ma poiche [[fij, ful, fin) = 1, allora segue

[fi
che [fij, fu] = 1.

1l secondo caso efy, ] Tl dove fo, = in<(gsn). Si puo scrivere:

[fij fni]’
fijfin fnifji fijfinfns
595> gm) = Fenll g 9sh i = 1 pun Lidi fbhj[f”,fmT T.

Allora %Tﬂée diviso da fi;. Dunque fsp[fij, full finfns- Dal fatto che [[fij, ful, fin] =

1, seque fon|fin € [fijs fril] fhs-

allora seque che [fij, ful =1. Sel < j allora in.(gs)/
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Dalla struttura fi, ..., fy se [fij, fullfns con T < h , allora [fij, fu] = 1.

Dunque in ogni caso, |[fij, fu] = 1, nell’ipotesi i < j.h < l,i # l,j # [, con
i,5,h,l €1,...,q. Seque k =n —1 dal Lemma 4.1.

<)

Sia k =n — 1. L7deale I,,_1 € generato da n monomi fi,..., f, di grado n — 1. Noi
proviamo che [fi;, fu]l =1, peri < j,h <l,i#1,j #1, coni,j, h,l €1, ...,n. Igener-
atori di I,,_1 sono i sequenti: fi = x1T9..Tp_ 3Ty 2Tn_1, fo = T1T2...Tp_3Tp_oTy, f3 =
T1T9... Ty 3Tn 1Tn,s eees fno1 = T1X3...Tp_2Tn 1Tn, fn = ToX3...0n_2XTn_1T,. Calcoliamo
fio =2 1, fis = Tn_9, ..., fin = x1; fo3 = Tp_o, ..., fon, = 1, € cosi via. In generale
not abbiamo fij = x,—; per j =i+ 1,...,n. Dunque fi; = x,—; per j =1+ 1,..,n
e fin = Tp_p perl = h+1,...n, seque che f;j # fu perche j # 1. Allora si ottiene
(fijs frul =1 peri < jh <lji#1,j#1, coni,jhlel, . n Dalla Proposizione

3.6. seque che fi,..., f, € una s - successione.

La ricerca degli 1deali annullator:t per I,_1 e particolarmente semplice. Essi sono in

numero di n e sono dati dal sequente teorema:

Teorema 4.6 Sia R = K|xy,...,z,] U'anello dei polinomi su un campo K e I,,_; =
(f1, ey fn) Uideale monomiale generato da tutti i monomi square - free di grado n-1.
Allora gli ideali annullatori della successione fi, ..., f, sono Iy = (0) e I; = (xp_it1)
peri =2, ..n.

Prova. Sia I,_1 = (fi,..., fn), con fi < ...< fn. Risulta:

Iy 1= (21 Tp1, 1. 0Ty, T1... Ty 3Ty 1Ty, ovvy T1TZ. Ty, T L)

Poniamo f;; = [ff—lf] per i < j. Allora gli ideali annullatori della successione mono-
irJj

miale fi,..., fn sono I; = (fu, ..., fic14), per i = 1,...n . Abbiamo I, = (0), e
dalla struttura di questi monomi, seque che Iy = (fi12) = (Xn_1), I3 = (fis, fo3) =

(I’n_g), vy In—l - (fl,n—l,m,fan,nfl) = ('IQ)J ITL - (f1n7 ceey fn—l,n) - (131) Dunque
I = (xp_it1), peri=2,..,n.

Esempio 4.7 Sia R = K[z, %, 23, 24].

I3 = (2122%3, T1T9T g, T1T3Ty, ToT3Ty).

I = (0) : (x1x923) = (0)
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]2 = ($1$2[L’3) . (1'11E2I4> = (.Z’g),'
I3 = (w1203, T12224) : (X12324) = (22)

Iy = (21293, T1%90 4, T123T4) @ (Tax324) = (271)

Il teorema 4.5. ci dice che se R = K[z, x, ..., x,], solo I, & generato da una s - suc-
cessione e, pertanto se R = K[xq1, 9, 23, x4],n = 4, 1,1 = I3 = (212223, T1T2%y, T2T3Ty)
e generato da una s - successione.

Invece Iy non & generato da una s - successione.

Nell’esempio che seque, cio viene mostrato calcolando direttamente la base di Groeb-
ner dell’ideale delle relazioni di Sympg(l2) = R[Th,...,T5]/J e mostrando che non é

lineare nelle sei variabili Th, Ty, T3, Ty, T5, Tg

Esempio 4.8 Siconsideri R = K|[x1,xs, 3, x4] Uanello dei polinomi a coefficienti

i un campo K nelle indeterminate x1, xo, x3, 4. Sia
Iy = (x129, 1173, Xo23, T1 2y, ToTy, T3Tg).
Poniamo

f1 =129, fo = 2123, f3 = Tow3, f4 = X124, f5 = X224, f¢ = X374, dOVE

h<f<..<[fs

rispetto all’ordinamento lessicografico x4 > ... > x1. Sia G = {g;; = fi;T; — fi |1 <i < j < 6}.
Calcoliamo l'insieme dei generatori dell’ideale J , g;;

g12 = f12Ts — fuT1, f12 = [flf—le] = Ty, fo1 = ﬁ = T3,912 = $2_T2 —x3Th
g13 = f1313 — f31T'1, fi13 = 22, f13 = w3, 913 = w213 — 23T

14 = fuuly — fTh = 9Ty — 24Ty

g15 = fisTs — [T = 2115 — w41y

916 = fi6Ts — ferT1 = w1291 — w3241

Go3 = fo3Ts — f3o[ly = 01 T3 — w55

Gos = fodTy — faol5 = 23Ty — 24T

Gos = fosTs — fs2o = w2315 — wom4Th

g26 = fo6T6 — fe2lo = 2115 — 14T
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g34 = [f3dTy — fu3Ts = Tow3Ty — w2473

935 = f3sT5 — [fs313 = 2315 — 2415

936 = f3616 — fesT3 = Lol — w413

Gas = fasTs — fsaTy = 21 T5 — 25T}

916 = fa6To6 — fealy = 1T — w31}

956 = f5616 — fes15 = zoTs — x3T5

dove sono sottolineati i termini iniziali.

f1s--, f¢ mon e una s - successione perche J non ammette una base di Groebner lin-
eare per qualche ordinamento dei termini in R[Th, ..., Ts| con x; < T; per ogni i,j e

T < ... < Tg.

Usando il Cocoa calcoliamo la base di Groebner: G = {—x3Ts + xoTg, —x3Ty + 1174, —xoTy + 175,
—w4T3+xo T, —wyTo+x1 T, —xoTo+x1 T3, —x4 T +2, 15, —23T1+7913, 01 T3—79T3, X T3T5—
2o T Ts, — a1 ToTs + 2911 T, — 21 Ty T + 20T T, —x125Ts + 23T, —23T5Ts + 23T5T.

Essa e composta da nove quadriche,quattro cubiche, una quartica.

Nel caso generale di I, C Klxy,...,x,], un esempio significativo é il sequente, per
k=3edn=>5. Quils none generato da una s - successione, ma gli ideali annullatori

sono ancora generati da variabili.

Esempio 4.9 Sia I3 C K[y, %9, 23,24, T5).
Allora gli ideali annullatori sono in numero di (g) = 10, cioé tanti quanti sono 1
generatori di I3.
I = (0) : (z12223) = (0)
I = (zywox3) © (T12274) = (23)
I3 = (r12973, T1x0y) : (Tow374) = (1)
Iy = (x12923, 12924, Tow3xy) © (T12275) = (T3, 24)
I5 = (z12923, 1 ToT 4, ToT3T g, T1T2T5) © (Tox3x5) = (T1,T4)
Is = (x10923, X1 L0224, ToT3T g, T1ToT5, ToT3Ts5) : (T122%6) = (3, T4, X5)
I; = (112973, X1 X9y, ToT3Ty, T1ToX5, Tol3Ts, T1T2%e) © (T3xaxs) = (71, T2)
Iy = (212923, T1ToT g, ToT3T 4, T1ToT5, ToT3T5, T1T2Xe, T3T4T5) : (ToX3xg) = (X1, Tq, T5)
Iy = (x12923, T1ToT g, ToT3Ty, T1ToT5, ToL3Ts5, T1ToTe, T3T4Ts, ToT3Te) : (T3T4%6) = (21, Ta, T5)
Lo = (12223, T1T2%y, ToX3Ty, T1T2T5, ToX3Ts, T1 XL, T3L4Ts, ToX3Le, LaLsLe) © (T4T5T6) =
(71, 2, 73)

E sono generati da variabili.

Questo e infatti un risultato generale. Un problema aperto e studiare la struttura di

questo ideale, per n > 5 per ottenere un teorema analogo al caso k = 2.
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Sussiste il:

Teorema 4.10 Sia I, C K|xy,...,z,),k > 1.

Ordiniamo le variabili x, > T,_1 > ... > X9 > X1, € S1Q T4, Tiy...Ti,_, Ti, U generico
generatore di I,. Allora esiste un ordinamento dei generatori di Iy, tale che gli (2)

ideali annullatori I, I, ..., I(Z) di I, sono generati da variabili.

Prova. Il risultato & stato provato in diverse versionit da molti autori allo scopo di
trovare la regolarita di I. Vedesi [15],[16],[37].

Proviamo adesso un teorema sugli ideali colon tra due generici elementi di Iy, x;, ;... i, ,
TjTj,...T5_Tj, € I, che mostra che gli ideali colon tra due qualunque generatori non

sono necessariamente generati nel grado uno, ma in generale sono generati nel grado

<k.

Teorema 4.11 Sia I, C K[xq,...,x,),k > 1.

Ordiniamo le variabili x, > T,_1 > ... > To > X1, € SIQ T4 Tiy...Ti,_, Ti, Ul generico
generatore di Iy.

Allora si hanno i sequenti casi:

1.0y = j1,00 = Jo, ey ljm1 = Jr—1 €ix 7 i Allora (x4, 24,2 24,) @ (T4, Tig. iy T5,) =

2. 01 = J1,%2 = J2y o0y U2 = Jk—2 € Tk—1 F Jh—1, Tk F Jk-

Allora (x;, %4y %5 T3,) ¢+ (T Tigeo Tiy_,Tj Tj) = (Tip_, Ty ),

8. 01 F J1,02 F J25 o ik F Jk-

Allora (x4, Ty iy i)+ (T, X4y T4 ) = (Tiy Ty Tiy_, Tiy) -

Prova.

1. (l‘lk) C (xilxh...xikilxik) . (l’¢1$i2...$ik71$jk),
POIChe Ty, i Tig.. Ty Tj = (i) Ty Ty T3, )T € (Tiy Ty Ty, Ty )-
Proviamo 1l viceversa.
Sia a € (l‘ill‘iQ...l'ik_l.’L'ik) . (l‘ill‘iQ...[Eik_ll'jk).
Possiamo supporre che a sia un monomsio nelle variabili x;, x;,...x; .
Risulta
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.2y Ty Tiy_ Tj, = 0.2y Ty T Ti, S
poiche Klxy,...,x,] € un dominio fattoriale, il monomio a deve contenere le

variabili x;,, per cui a € x;,, Clo€ a = CX;,, CON ¢ MONOMILO.

2. ('rik717xik> - (IilxiQ”'xik—lxik) : (xilxi2"'xik72xjk71xjk)7
poiche (mik—vxik)'(xi1xi2"'xik—zxjk—1xjk) = (xilxm"'xik—lxik)xjk—lxjk S (xilxi2"'$ik—lxik)
Proviamo il viceversa.
Sia a € (TiyTiy.. Tiy_, Tiy) * (i) Tiy oo Tiy_, L5, Tjp)-
Possiamo supporre che a sia un monomio nelle variabili x;, z;,...x;, .
Risulta
. T3, Tig - Tiy_o T Tj, = 0.y, T Ty T4,
poiche Klxy, ..., z,]| & un dominio fattoriale, il monomio a deve contenere le vari-

abili (x;,_,,x;,), per cui a € (z;,_,,%;, ), cioé a = c(T;,_,,T;,), CON € MONOMIO.

3. L’asserto e ovvio, considerata la struttura dei monomi.

Osservazione 4.12 Sebbene il grado di intersezione degli ideali colon tra due
idealt principalt generati da elementi di Iy, sia < k, tuttavia per ordinamenti di
variabili opportuni e ordinamenti di generatori di Iy, opportuni, gli ideali colon di Iy,
ossia gli ideali annullator: di Iy, sono sono di tipo lineare, cioe generati da variabili.
Cio capita poiché dal punto di vista combinatorico, i generatori di ogni ideale colon
soddisfano a buone proprieta di scambio. Gli ideali I}, sono infatts ideali polimatroidi

([16]) ed hanno quozienti linearti.
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5 Ideali di Prodotti misti

5.1 Ideali di prodotti misti generati ed s - successioni

Sia R = K21, ..., Tp; Y1, -, Y] un anello di polinomi in due insiemi di variabili su
un campo K. Dati k,r, s, t interi non negativi tali che k+1r = s+t, consideriamo gli
vdeali monomaiali square free di R del tipo:

L = IyJ, + I;J;, dove I}, ( rispettivamente J,.) e l'ideale monomiale di R generato da
tutti i monomi square - free di grado k ( rispettivamente r) nelle variabili xy, ..., x, (
rispettivamente yy, ..., Ym ).

Questi ideali sono stati introdotti in [33] da G. Restuccia ed R. Villareal e sono
chiamati ideali di prodotti misti. In [7] ¢ data la classificazione di tutti gli ideali di

prodott, misti, in due insiemit di variabili. Poniamo Iy = Jy = R, allora:
1. L=I+ Jg, con1 <k <infn,m
2. L=10LJ,, conl <k<n1<r<m
3 L=I0J +Ir1Jr—1, con1 <k<n2<r<m
4. L=J. +1,J;, conr=s+t,1<s<n1<r<m,t>1,
b L=101J, + 1;J;, conk+r=s+t,1<k<n,1<r<m.
Esempio 5.1 Sia R = K|[x1,xs,23;Y1, Y2, Y3
L =1+ Jy = (2122, 1123, T2T3, Y1Y2, Y1Y3, Y2U3) -
Esempio 5.2 Sia R = K|[x1,xs,3;Y1, 2]
L = I)J; = (21221, T122Ys, T1T3Y1, T123Y2, L2T3Y1, T2X3Y2))-
Esempio 5.8 Sia R = K|y, %2, y1, Y2, y3].

L - Iljz + IQJl =

(x1y1y2, T1Y1Y3, T1Y2Y3, L2Y1Y2, L2Y1Y3, T2Y2Y3, L1X2Y1, L1T2Y2, $1I2y3)-
Esempio 5.4 Sia R = K[z, %2, Y1, Y2, Y3, Y-

L = 1Ji + J3 = (x122y1, T102Y2, T122Y3, Y1Y2Y3, T1T2Ya, Y1Y2Ya, Y1Y3Ya, YoYsYa)-
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Gli autori Restuccia e La Barbiera in [22] hanno ottenuto il sequente risultato:
Sia R = K[x1,...,Tn; Y1, -y Ym] Uanello dei polinomi su un campo K in due insiemi

di variabili. Allora L e generato da una s - successione se e solo se L ha la sequente

forma:
1. L= nflt]m;
2. L=101Jy;

3. L=1I,1J,+ ]nJm—l;'
4o L= Jp 4+

1l nostro scopo e esaminare casi in cui questi ideali monomaiali non sono generati da
UnaG S - SUCESSIONE.

Nel sequito supporremo L = (f1, fa, ..., fy) dove f1 < fo < ... < f, rispetto all’ordinamento
di termini monomiale <., e con ordinamento sulle variabili x1,..., X, Y1, .., Ym, tale
che xv1 < 19 < ... < xp < Y1 < Yo < ... < Ym. Ricordiamo che ["ideale J delle
relazioni dell’algebra simmetrica, Symgr(L) = R[TY,...,T,]/J & generato dagli ele-
menti di R[Ty, ..., Ts| gi; = fi; Ty — f3:T; per 1 <i < j < q. La successione monomiale
f1s s fq € una s - successione se e solo se l'insieme g;; = {1 <1 < j < q} e una base di
Groebner per J per qualche ordinamento dei termini in K[xy1, ..., Xn; Y1, ooy Ym; 11, - Ty

con Ty < Ty < .. <Tp <Y <Y< ..<y, <Th<Th<.. <1,

Teorema 5.5 Sia R = K[x1,...,xn; Y1, ..., Ym| Uanello dei polinomi su un campo
Kesia L =1+ J, con1l <k <inf{n,m}. Allora L non é generato da una s -
successione per k # 1.

Prova.Perk =1:L=1+J = (T1,....; Tp, Y1, ..., Ym)€ generato da una s - succes-
sione forte,essendo generato da una successione regolare per k > 1, abbiamo i sequenti

casi:

1. k#n—1: L non e generato da una s - successione, percheé I non & generato

da una s - successione, grazie al teorema 4.5.

2. k#m—1: L non e generato da una s - successione perche J, non e generato

da una s - successione grazie al teorema 4.5.

3. n = m e k = n — 1 . L = Infl + Jnfl - (f17-~-7fn) + (fn+17"'7f2n)7 con

fi < oo < fo < fam1 < ..o < fon. L € generato da una s - successione
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< G = {gi; = fi;T; — [;:T7|11 <i<j<2n}, per ogni ordinamento dei ter-
mini < S(Gij, gn1) ) per ogni i, j, h,l € {1,....2n} e gi; # gn. E sufficiente
trovare una S - coppia S(gij, g) che non ha una espressione standard rispetto
a G con resto zero. I generatori di L sono i sequenti:

fi = x129..00 3Ty 0%y _1, fo = T1X2... X0 _3T0_ 9Ty, f3 = T1X2... 00 _3T0 1Ty, ...,
fro1 = X103 X 9Ty 1T, fn = ToX3..Tp 0Ty 1%n, for1 = Y1Yo...Y, 3Y, oY, 1,
Jnr2 = Y1Y2--Yn—3Yn—2Yns - fon—1 = Y1U3--Yn—2Yn—1Yn; fon = Y2Y3---Yn—2Yn—1Yn-

Noi calcoliamo: S(gin, ga.nt1) Sinfntrz o S2ing1fm

= [in2int] [fln:fz,nJrl]TlT"""l = Y1Y2---Yn—3ln-2
Yn1ToTy — To...Ty 3Ty 22211 T,y 1. Dalla struttura dei generatori di L non es-

iste alcun gg € G il cui termine iniziale divide un termine di S(gin, 92.n+1) -
Segue che non e possibile dare una espressione standard di S(gin, g2.nt1) Tispetto

a G con resto zero. Dunque L non e generato da una s - successione.

Esempio 5.6 Si consideri R = K|[x1,xs,3;Y1,Y2,ys] anello dei polinomi a coef-
ficienti in un campo K. L = Iy + Jy = (2122, x173, T2T3, Y12, Y1Y3, Y2y3). Poniamo
Ji =z, fo = 11w, f3 = Tox3, fa = 1Yo, 5 = yiys, fo = Yaysz, dove fi < fo <
.. < fe rispetto all’ordinamento lessicografico e v1 < To < 3 < Y1 < Yo < y3. Sia
conG ={g;; = fi;Tj — [ 5|11 <i<j <6}. fi,..., fs noné una s - successione perche
J non ammette una base di Groebner lineare per qualche ordinamento det termini in
R[T, ..., T6] con z; < Tj,y; < T per tutti glii,j e Ty < ... < Tg. Infatti ci sono S -
coppie S(gij, gn) di grado due che non hanno una espressione standard rispetto a G
con resto zero : S(gi3,924) = Jisfoo oy Jalu i = 1y ToT3 — 2311 Ty. Non

 [f13,f24] [f13,f24]
esiste alcun g;; € G il cui termine iniziale divide un termine di S(g13, goa)-

5.2 Ideali annullatori di alcune classi di ideali di prodotti
misti

Nel presente paragrafo si focalizza lattenzione su alcune classi di ideali di prodotti
misti non generati da una s - successione. Sia S = K[x1,...,xn;Y1, ..., Yn|. Nel pre-
sente paragrafo consideriamo gli ideali annullatori di alcune classi di ideali di prodotti

maists.

Teorema 5.7 Siano I, C Klxy,....x,] e Jy C K[y1,...,yn| ideali k- Veronese
square - free. Sia K = I + Jp C k[z1, ..., Tp, Y1, .., Yn). Siano Ilgi),i =1,.., (g) gli
1dealt annullator: di Iy, e J,ﬁ,j =1,.., (;‘) gli ideali annullatori di Jy,. Allora gli ideals
annullatori di K sono: K',i =1, ..., (;L), (;) +1,.., (g) + (;), dato da
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KO =17 fori=1,..,(;)
KO = (I, I fori= () + 1,0y (2) + (2)

Prova Si consideri la successione di monomi che generano K = Iy+Jy, fi, fa, ..., f( ),gl, G2y -

2
dove ogni fi = T3, Tiy...Tiy, € Gj = Yj1 Yjo--Yiy -
Gli ideali annullatori della successione fi, fo, ..., f<n) sono gli ideali annullator: di Ij.
2

Consideriamo ora:

KB = (f1, f2, 7f(")) tg1 = (f1, fa 7f(§)) =L

2

€ K((g>+2) — (flva?"'?f(S)agl) 102 = <f17f27 7f(’21)7gl . 92) = (Ik7Jl<1;>
Allo stesso modo K((3)+2 — (f1, fo, ---:f(”)’gl’g2> : g3 = (I, J}), e in generale otte-

niamo l’asserto.

Esempio 5.8 Sia R = K1, %2, 23;Y1, Y2, Y3

Sia L = Iy + Jo = (1122, 173, T2T3, Y112, Y13, Y2U/3) -
IV = (0), 17 = (22), I = (01), LY = 1, I = (I, 1), I = (I, ).
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Teorema 5.9 Siano I, C Klxy,...,x,] e Jp C klyi, ..., yn] gli ideali k - Veronese
square - free.
Sia I,gi),z' =1,..., (Z), 1 <k <n, ldeale annullatore di I}.
Consideriamo J; C k[y1, ..., Yn], J1 = (Y1, -, Yn). Allora gli n(Z) ideali annullator: di
K =L J; CElxy, ., Tny Y1y ey Yn] SONO:

LKO=191<j<()

2 KO = (1), () <j<2()i=5—(})

4o K9 = (1,90, e Yo, 1), (= 1) () +1 <G < (D), i=7j— (n—1)(7)

Prova. Gli ideali annullatori di J, sono:

T =(0), 7 =y ivp = W) N = s Y1) (Wn) = (W1, Y1),

Jl(i) = (Y1, . Yi—1), fori=1,...,n, and Jl(l) = (0).

Consideriamo la successione di monomi che generano K, con ordinamento lessicografico
e con ordinamento sulle variabili dato da x1 > x9 > ... > Ty > Y1 > oo > Yn,

T1LYL, T1L3YLy oy T1Ty—1Y1, L1L2Y2, +vvy Ty 1TpYn 0 nUMber ofn(Z)

Scriviamo

K = Lyyi + Iyya + ... + Tyyn

Per due monomi di Iyy,, abbiamo x;xiyy @ TiTmY1 = TiTp @ T1Tp,.

Allora gli ideali annullatori di Iy, sono gli ideali annullatori di I. Consideriamo
ora Ixyy @ Tixpys, vixy € Ip. Abbiamo Iyyy @ xixrys = (y1),poiche ogni monomio
nyexivy € Iy, Inoltre (Lyyr, xixry2) © xjxye = (Y1, Xk @ Tjx;) = (yl,f,gt)), per
qualche t, 2 <t < (Z) E cosi via, otteniamo che gli ideali annullatori di K, sono:

KO =17 j=1,.,()

KO = ("), (7) <5 <2().i=35-(})
KD = (g, [2() +1 <5 <3(). =5 - 2(3) -

@
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Esempio 5.10 K = I,J;, n=3

L1X2Y1, T1X3Y1, T2X3Y1, T1X2Y2, T1T3Y2, T2T3Y2, T1T2Y3, T1T3Y3, T2L3Y3

Gli ideali annullatori sono:

KO = (0) : 2129y, = (0) = 1V

K® = zyaoy : mizgys = (a0) = I

K® = (T122y1, 117391 ) © Tox3y1 = (T2) = 12(3)

= (212291, 21231, TaT3y1) © 212y = (1) = (g1, 1)

K® = (T129Y1, 2123Y1, TaT3Y1, T1T2Y2) : T123Y2 = (Y1, T2) = (91712(2))
= (T122Y1, T123Y1, T2T3Y1, T1T2Y2, T1T3Y2) © TaX3ya = (Y1, T1) = (91712(3))
= (v122Y1, T1T3Y1, T2T3Y1, T1T2Y2, T1T3Y2, T2l3Y2) & T1ToY3 =

(w1, 92) = (1,92, 1§")

K® = (T129Y1, 123Y1, TaT3Y1, T1T2Y2, T1T3Y2, ToT3Y2, T1T2Y3) & T1T3Y3 =

(Y1, Y2, T2) = (ylayZaIQ(Q))

K® = (T1T2Y1, T1T3Y1, T2T3Y1, T1T2Y2, T1T3Y2, ToT3Y2, T1T2Y3, T1T3Y3) © ToT3ys =

(y1,y27$1) = (?/1;3/2712(3))

Esempio 5.11 K =1,J; n=4
T1T2Y1, T1T3Y1, L1T4Y1, L2X3Y1, L2L4Y1, L3L4Y1,
L1X2Y2, T1X3Y2, T1X4Y2, T2X3Y2, T2T4Y2, T3T4Y2,
T1T2Y3, L1T3Y3, L1T4Y3, T2L3Y3, L2T4Y3, T3T4Ys3,
T1T2Y4, T1T3Y4, L1T4Y4, L2L3Y4; L2L4Y4, T3L4Y4
KM = (0) : 2129y = (0) = 12(1)
K® = (g,) = 1Y
K® == (24, 23) = I[Y
K(4) = (x1,1124) = (11) = 12(4)

$1,9€3) (5)

$1$2,$1,$1,$27$2) ($1,$2)

Y1, T3Y1, TaY1, T3Y1, Tay1, T3Tay1) = (y1) = (y1, [2(1)>

ToY1, Y1, TaY1, ToY1, TaTay1, TaY1, T2) = (Y1, T2) = (y1,1(2))
ToY1, T3Y1, Y1, T2T3Y1, T2Y1, T3Y1, T2, T3) = (Y1, T2, T3) = (ylyl(g))
K(lo) = (T1y1, T1Y1, T1T4Y1, Y1, TaY1, TaY1, T1, T1, T1T4) =

(y1,71) = (41, )

KU = (Y1, 71, 23) = (yl’I(S))

K02 = (Y1, 71, 72) = (?Jh]éﬁ))

KO3 = (y1,92) = (ylay2>[2(1))

(
=
(
=
(
=
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14) = y17y2al‘2> = (y17y271(2))

= (

= (Y1, Y2, T2, 73) = (yl,?JQ, )

= (Y1, Y2, 73) = (Y1, Y2, 1) = (y Y2, 1. )
= (Y1, Y2, 71, 73) = (?Jhyza )

= (Y1, Y2, 71, 12) = (y1,y2,1()

KO = (y1,92,53) = (41, Y2, y3, 13")
= (
= (
= (
= (
= (

F5) —
F16) —
a7 —

K18 —

K@ = (41,0, y5,22) = (41, Y2, s, 13”)
Y1, Y2, Y3, T, T3) = (y1,y2,y3,f(3))
Y1, Y2, Y3, T1) = (ylay2,y3,—72( ))
Y1, Y2, Y3, T1, T3) = (y1,y2,y3,12(5))
Y1, Y2, Y3, T1, Ta) = (yl,yz,ya,f(ﬁ))

K@Y —
K(22) —
K(23) —

K —

Teorema 5.12 Sia I} lideale k -esimo Veronese square - free ideal di K [xy, ..., x,]
e Ji, Uideale k-esimo Veronese square - free di K[yy, ..., yn|. Siano I,ff),i =1,.., (Z) gli
1dealt annullatori della successione di monomsi che generano I,(:) € J,Ei),i =1,.., (Z) gli
1dealt annullatori della successione di monomi che generano Jy. Poniamo H = IJ;
e siano HY i =1, ..., gli ideali annullatori di H.
Poniamo K = I, J, + I Jy, e siano KW, i =1,....n gli ideali annullatori di K.

Allora abbiamo:
1. KO =HO fori=1, ,n(Z)

2. KOG = (]1[41 15 J(h ) forh =1,...,2(}), essendo [/,[C ]1 C Klxy,..,x3, ...y ), h =

1,..., (Z) il (k—1) - esimo ideale di Veronese square free di K[xq, ..., 25, ..., Ty
3. KOWHWM = o _ (o) =1 ()

4o KOG = (1, ) h =1, (3)

5. KO D@ — (0 g0 h =1, ()

Prova. E owvio che fino a n(’,;‘), abbiamo come ideali annullatori di K, gli ideali
annullatori di H, H® Kz, ..., Y1, .oy Yn). Consideriamo ora il n(Z) +1 - esimo
1deale annullatore di K.

Abbiamo:
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K+ — (InJy : 21y1y2- e = (T120, Ty Ty, 1 <iig <iip <) =

(1) = (2. 50).

Inoltre:

KO+ = (I J1, T1y1Y2---Yk) © T1Y1Y3-- Yk = ([,Ll_]l,ylyZ...yk S Y13 Yk) =
(Li—1s J2) = (Ii_1, 91, y2)

E cosi via, fino al n(Z) + (Z) - esimo ideale annullatore
Otteniamo:

KOG+ — (I,Eﬂl, Jh), peri=1,.., (Z)

Sequendo la stessa procedura otteniamo:

KOG = @@ = (12 0 p =1, (7)
KO0 - (19, J0) h= ()

Seque [’asserto.

Esempio 5.13 Pern = 3,
K = I3J1 + 1 J3 = (212203Y1, T12223Y2, T1T2T3Y3, T1Y1Y2Y3, T2Y1Y2Y3, T3Y1Y2Y3)

KW =0: 22023y, = (0)

K® = (1), K® = <y17y2)7K(4) = (T1T2T3Y1, T1T2T3Yo, T1T2T3Y3)  T1Y1Y2Y3 =
(22,23) = (I, 13"), (w2, 23) C Mz, ws), Iy = (23, 23), I = (0)

K® = (T1T223Y1, L1297 3Y2, T1T2T3Y3, T1Y1Y2Y3) * Tay1Yolys =

(t123,01) = (B, 1Y) = (1)

K® = (T10923Y1, T1T2T3Y2, T1T2T3Y3, T1Y1Y2Y3, ToY1Y2Ys) © T3Y1lols =
(w122,2) = (I, 1Y) = (2)

dim(k[zy, xo, T3, Y1, Y2, Y]/ (Y1, Y2, 1, 2) + 6 = dim(k[z3,y3] +6) =2+ 6 =8
D’altra parte ideale delle relazioni di Sym(IsJy + 11J3) é:

J = (T — i To, ysTy — i T3, 9213 — ysTo, wowsTy — yoysTh, 112375 — yoysTh,
12916 — yaysT1, x109Ts — y1y3Ta, wox3 Ty — y1y213, x123T5 — Y1413,

12916 — Y12 T3, 1Ty — 21T5, 23Ty — 21165, w315 — 22T5)) = (91, 92, -+, G13)
Possiamo verificare facilmente che:

g1 = To(23Ty — 21Ts) + 202116 — y2(ysT1 — yi13) — y1yeTs =

T2g12 — Y292 + Gio

95 = T1913 — Y202 + G0

96 = —T1G13 — Y2092 + 9o

910 = —T1613 + Y202 + G5
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htJ > 6

dim(k[zy, xe, 3591, y2, ys) [Th, T, T3, Ty, T5, Ts) /J) < 6,12—6 = 6, put S = K|z, x2, T3, Y1, Yo, Y3]
eT = (T, Ty, ..., Ty)

dimS|T]/J = dimS[T)/inJ = dimS[T]/(J; + K) = dimS[I]/Js = 6

g1 = T2(23Ty — 21Ts) + 202116 — Y2 (ysT1 — 1T3) — y1yTs =

T2914 — Y292 + G12

L’esempio precedente e meno complicato dell’esempio che seque, poiche, per n=3, I3

e generato dal singolo monomio xr,xox3.

Esempio 5.14 Sia R = K[x1,...,2n; Y1, ..., Ym| anello dei polinomi su un campo
Kesia K=10LJi+1J, C K[xy,...,Tn, Y1y, Yn], [1 = (21, ...,2,). Per n=3 abbiamo:
Prova. Considero il primo ideale di K, H = I,.J,. Gli ideali di I,.J; si ricavano dal
teorema precedente e sono in numero di n(g)

Pertanto scrivendo Iy Jo = JoIy = Joxy + ... + Jox,, dobbiamo procedere a trovare gli

idealt annullator: div IsJ; + 11 Js.

Teorema 5.15 Sia R = K[y, ...,xn;Y1, ..., Yn| anello dei polinomi su un campo

Kesia L=+ LJ CK[Z1,....;Tpn, Y1, Yn]-
(3)
I
(3)

J— . 2 .
LiJr = (1Yt ooy T1Yny T2Y1y ooy T2Yny ooy L1, ooy TnYn) ( MTN = N* generatori).

I(l)

Prova. Gliideali annullatori di Iy sono noti: I, ,[2(2), - . D’altra parte

Pertanto il primo ideale annullatore coinvolgente le variabili y; e :

KB+ — Iz = (9, T3y ey T, Ty T2X3y vey T2Tyy ooy Ty 21, Ty Tp1Lp) =
(T2, T3y oy Tp_1, Tn)-

K3+ = (I, x1y1) : (21y2) = (Y1, T2, ooy Tp).

n N
(G = (Y1s ooy Yn—1, T1, T2y ooy Tp—1). ... E cost via.
Tutti gli vdealt annullator: considerati sono ideali colon per monomi contenenti le vari-
abili x1 e sono in numero di n. Consideriamo gli ideali colon per monomi contenenti

la variabile x5, anch’essi sono in numero di n.

Teorema 5.16 Sia Iy, il k - esimo ideale di Veronese di K|xy,...,x,] e Jy sia il
k - esimo ideale di Veronese di Klyi,...,yn|. Siano I,gi),i =1,.., (Z) gli ideali an-
nullatori di I, e J,E,j),j =1,.., (Z) gli ideali annullatori di Jy. Sia K = I J, C

Kz, ...y@niy1, ooy Y. Allora gli ideali annullatori di K sono in numero di (Z) (Z) e

S0No:
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4o KO = G 1), fori = () =) + 1 ()5

Prova Siano fl,...,f(z) i generators monomiali di Jy, ordinati con ordinamento
lessicografico rispetto all’ordinamento sulle variabili dato da y; > yo > ... > Yy,
Scriviamo:
K=10LJy=Lfi+Itfo+ ...+ [kf(z)
Consideriamo gli ideali annullatori dell’ideale Iy fy. Per ogni coppia di monomi di
I f1 si ha m;fy - mjfi = (m; = my), con m;,m; € Ij,. Si deduce che I, fi ha (2) 1deali
annullatori dati da (g) ideali annullatori di I, ]lgi),i =1,..., (Z)

Consideriamo ora Iy fi : mq fao, with mqy € I,.

Risulta

KGO = Lfiomife = (1) = (fi f2) = 10 = (2. 1) = (0))

Se continuiamo nel calcolo otteniamo:

K((Z)+2) = (Ixfr,maf2) : (mafa) = ((fi: f2), (m1: m2))

KO = (I froma foymafo) : (mafo) = ((fu: fo), (ma,ma) = mg) = (I, 1Y)
KD = (1 fiymafo,mafo,mafo) = (mafa) = (i + o), (mi,ma,ma) = my) =

k
(J,gz),]lgg)) In generale otteniamo:

KO = (1D fori = (1) +1,..,2())

Esempio 5.17 Pern =2, K =11J, + Jo, n = 2, k[xy, x2; Y1, y2]
L’ideale delle relazioni e:
K=5LJ+J,= (xlyl,xzy1,x1yz, T2Y2, ylyz)
J e generato da:
1Ty — 29T, Yoy — T3, YowoTy — yr1xoTy, yoI'y — 2115, v1y2 Ty — 2o T3,
Yoo — y1 Ty, yo'ls — xoT5, w3 — Ty, T3 — 1 T5, 91 Ty, i T3 — 21Ty, i T3 — 1115,
11y — 275
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D’altra parte é facile verificare che:

93 = y2(22Th — 21 To) + 11y To — y121 Ty = yo(—g1) + 21 (Y212 — 1 Ts) = ya(—g1) +71.96
g5 = 21(y2 T2 — 1) + 20Ty — 2oy T3 = 21.96 + Y1 (01T — 22T3) = 2196 + y1(—9s)
J = (91,92, 94, 97, 98, 910)

g6 = Y21 — 2215 + 2oT5 — i Ty = g7 + (2215 — 1 Th) = g7 — guo

9o = 13 — yoT1 + 9211 — 2115 = —g2 + ga

Per cui, avremo: J = (xl_Tg — @1, Y21y — 13, Y211 — 21715, y2Ts — xoT5, w015 —
11Ty, 0Ty — 22T5)

Esempio 5.18 K = 1I,J, + J3,n =3
L1X2Y1, T1X3Y1, T2X3Y1, T1X2Y2, T1T3Y2, T2T3Y2, T1T2Y3, T1T3Y3, T2X3Y3, Y1Y2Y3
(]2J1) S Y1Y2ys = I,
n(})+1=33+1=10
Poiche S = K|x1, 79, 73,1, Y2, Y3), € considero K* = KW+ K@+ K19 gbbiamo:
S/K* = k[z1, 22, 133 Y1, Y2, Y]/ (21, T2, Y1, Yo, I2) = k[x1, 2o, 23591, Yo, 3]/ (21, T2, Y1, 92) =
k3, ys]
dimS/K* = dim(k[xs,y3) + 10 =24 10 = 12
Quanto vale in effetti la dimSymg(IyJ; + J3)?
Osserviamo che le relazioni generatrici dell’ideale delle relazioni dell’algebra simmet-
rica sono in numero elevato. Ne scriviamo alcune:
woTo—w3Ty, ;1 T3—x3Th, YoT1— 1 T, voyn Ts—x3y2T1, 1y Te— w3y Tr, y1 Tr—ysTh, x3ysTi—
way1 Ty, w3ysTy — xayn Ty, x3ysTi — x1y1 1o, v122T10 — Y2ys Ty, xaw3Tio — y1y2To, -
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6 Ideali T - lineari provenienti dall’algebra sim-

metrica di un ideale di prodotti misti

6.1 Ideali T - lineari

Sia R un anello noetheriano commutativo unitario e R[Ty, ..., Ty] un anello noetheri-

ano.

Definizione 6.1 Sia l'ideale I, = (H\Ty, ..., H/T;) C R[T\, ..., T;], dove Hy, ..., H,
sono ideali di R. Noi diciamo che I e lineare nelle variabile Ty, ...,T; o T - Lineare.

Per gli ideali T - lineari not abbiamo:

Proposizione 6.2 Sia I, = (H\Ty, ..., H/T;) un ideale T - Lineare di R[T}, ..., Ty].
Allora:

~

L=Micyee(Hiy + o+ Hy T, Ty T T

con 1< <..<q3,. <t
Prova. Per ogni ideale L di R[T, ..., T;], usiamo denotare con Ly, la sua componente

omogenea di grado m. Allora, per ogni m > 1,
al+...fas=m [e] Qg
(H\Ty, ..., HT}),, = Zléjlgmgjsgt<Hj1 o+ Hy )T T
eperogni 0 <r <t 1< <..<1,.<t,

A ~

(Hi, +...+H;,,Ty,... T, ,.T, , ... T})m

_ art...tas=m,1<j1 <. <js<t o Qs
= 2 i d e i} RT;. T30+

art..tas=m,1<j1 <. <js <t ) ) o1 Qs
2 g} Cinin) (Hjy + ..+ H;, ) T35 T5

D’altra parte, st ha:

~ A

0<r<t
1§i1<...<isgt(Hil + ot Hir’ T17 sy EU ceey Er? veey ﬂ)m
o al+...+as=m 0<i1 <...<ir <t ] ) 31 Qg
= 2 < < sinct NG5 3 iy iy o+ HG )T T
_ aj+..fas=m . . Qi Qs
=D isjic eqeet (Hjy + oo+ Hy )T T,

come volevasi dimostrare.
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Proposizione 6.3 Sia I, = (H\Th, ..., H/T,) un ideale T- Lineare di R[Ty, ..., Ty].
Allora:

d= dzm(R[Tl, ceny T;g]/jl) = Mari<r<t {d@m(R/(H“ + ...+ le) + T‘}

con 1< <..<q <t.

Prova. Dalla struttura di I; , v e la differenza tra il numero totale t di variabili T;
e il numero t - r di variabili T; che compaiono negli ideali, addendi di I;. D’altra
parte, sia H = Y (H;, +...+H;)) = > Q;,U..UQ;, essendo Qj, U...UQ, , la
decomposizione primaria di H;, + ...+ H;, . L’asserto seque dalla definizione di altezza

di un ideale e di dimensione di Krull di un anello noetheriano commutativo unitario.

Siamo interessati allo studio di ideali del tipo T- lineari, provenienti dall™ ideale in-
iziale in<(J), essendo J 1" ideale delle relazioni dell” algebra simmetrica di un ideale
di prodotti misti L C K|xy, ..., Tpn, Y1, ..., Yn]. Precisamente vogliamo trovare gli invari-
anti o loro bounds dell’algebra R[z1, ..., xn; Y1, ..., Ym)/ i, essendo J; la parte lineare di
inc(J).

Le sequenti disuguaglianze sono necessarie nel sequito per lo studio della profondita
e della regolarita di R[Th, ..., T3]/I;, supposto che R = K|z, ..., x,| sia graduata stan-
dard.

Teorema 6.4 Sia R un anello Noetheriano, I C R un ideale, ¢ 0 - U — M —
N — 0 una successione esatta di R- moduli finitamente generati su R. Allora si hanno

le sequenti disuguaglianze:

1. grade(I, M) > min{grade(I,U), grade(I, N)};

2. grade(I,U) > min{grade(I, M), grade(I, N) + 1},

3. grade(I,N) > min{grade(I,U) — 1, grade(I, M)},
Prova. Vedasi [3],Prop. 1.2.9.

Teorema 6.5 Sia 0 — U — M — N — 0 una successione esatta di moduli
graduati su R = Klxy,...,x,] graduata standard. Allora si hanno le sequenti disug-

uaglianze:

1. reg(U) < mazx {reg(M),reg(N) + 1};
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2. reg(M) < max {reg(U),reg(N)};
3. reg(N) < max {reg(U) — 1,reg(M)},

Prova. Si deducono dalla risoluzione proiettiva minimale graduata dei moduli U, M, N .
Sono provate in letteratura da diversi autori. Vedi ad esempio [27], Def.1.1. Allora

ci sara utile:

Teorema 6.6 Siano I, ed Is ideali di R, I; + Iy # (1)
dimR/I + Iy < dimR/ I,
dimR/I; + Iy < dimR/ I,
Prova. Vedi [35], Teorema 10.

Proposizione 6.7 Sia R = K|z, ..., x,| un anello di polinomi, e siano I; C ... C
1,, ideali graduati di R. Allora si ha:

1. regR[y1, ..y ynl/(L1y1y ooy Lnyn) < maz {regl; i =1,...,n},
2. depthR[y1, ..., yn)/(L1y1, ooy Inyn) = min{depthR/I; +i :i=0,1,....,n}.

Prova.

1. Poniamo R; = Ry, ...y, S = R, e J; = (Liy1, ..., Liyi), e proviamo la disug-
uaglianza per la regolarita per induzione su n. Sen =1, consideriamo la successione
esatta di R - Moduli

0—> [1R1/J1 — Rl/Jl — Rl/IlRl —0
Dalla 1. del teorema 3.11. seque che:
regRy/J1 < max{regliRy/Ji,regRy /1Ry }.

stulta IlRl/Jl = ]1R[y1]/11y1 = ]1R + (Ily1>R[y1]/]1y1 == IlR == ]1,'
Ri/LiRy = Rly:]/Ii R[] = R/ L [y:]
Ne seque che: regRy/J; = max {regly,regR/I,} = regl.

Ora assumiamo che n > 1. Consideriamo le sequenti successioni esatte:
i) 0 — I,R,/J, — R,/ J — /I,R, — 0

ll) 0— Ianfl/Jnfl — Rnfl/g]nfl — /[an,1 — 0,
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Dall’ipotesi di induzione, e poiche 1,R,/J, = I,R,_1/Jn_1, seque che

regR,/J, < max {regl,R,/Jn,regR, /I, R}

D’altra parte I, R/ Jn = LiR[y1, s Ynl/(1iy1s o Inyn) = LuRY1, s Y1 ]+ Lo R[yn) [ (Liys, <oy Tnyn)
= LRyn)/ (L, -, Inyn)

Ne seque che regR,/J, < max {regR, 1/Jn_1,7¢gRn_1/L,Rn_1+ 1,regR/I,}

2. Procedendo in maniera analoga per il calcolo della regolarita e utilizzando il teo-

rema 1, seque [’asserto.

Esempio 6.8 Sia R = K[X1, Xs, X3; Y, Y5, Y3).
Sia L = Iy + Jp = (X1Xo, X1 X3, XoX3,Y1Y3, V1V3, Y5Y3).
Poniamo:
fi = XXy, fo = X1X3, f3 = Xo X3, fu = V1Ya, f5 = V1Y5, f5 = YoY5, dove fi < ... <
fe, rispetto all™ ordinamento lessicografico dei termini e X1 < Xo < X3 <Y; <Yy <
Ys.
G = {XoT, — X3T1, X1 T3 — X311, X1 XoTy — V1Yo T, Xy XoTs — Y1Y3Th,
X1 XoTo—=Yo Y311, Xa T3—XoTo, Xy X3T5—Y1Y3T0, X0 XsTo—Y2Y3Ts, Xo X3Ty—Y1YoT3, Xo X3T5—
Y1Y3T3, Xo X316 — YaY3T3, Yo'T5 — Y31y, YiTs — Y31y, YiTs — YaT5
e un insieme di generatori per J.
La base di Groebner di J e:

BG(J) = GU{S(g13, g24), S(013, g25), S (013, 926) }

dove le tre S - coppie hanno le sequenti espressioni:
S(g13, 924) = V1Yo I Ts — X310 Ty;

S(g13, 925) = V1Yo I Ty — X310 T,

S(g13, go6) = Y1YoToT5 — X310 T;

Gli ideali annullatori della successione fi, ..., f¢ sono:
I = (0);

L= (X1Xs): (X71X3) =(Xs);

I3 = (X1 X0, X1X3) 0 (X2 X3) = (X3);

Iy = (X1X2,X1X3,X2X3) : (Y1Y2) = Iy;

I5 = (X1X2,X1X3,X2X3,Yl5/2) : (Yle) = ([271/2);

Iy = (X1 X2, X1 X3, X2 X3, V1Y, ViY3) 1 (YaY3) = (I, Vi),
Inoltre in.(J) = J; + J*, con

’LN<<J) = (IlTl, IgTQ, ceey IGT67
Ji = (LT, Iy, ..., 16T)
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Ji = (Xo) T, (X1)T3, (X1 X, X1 X3, Xo X3) Ty, (X1 X9, X1 X3, Xo X3, Yo)T5, (X1 Xo, X1 X3, Xo X3, Y1)T5)
, e JY = (XINTy, X3 Ts, X311 Tg).

Da calcoli diretti, ottentamo:

dim(Symg(L)) = depth(Symg(L)) =7

dim(Symg(L)) < dimR[Y1,Ys,Y3]/J,

pd(Symp(L)) = 5.

R/ = K[X1, X2, X5,Y1,Y2,Y3]/(0) = K[X1, Xo, X3, Y1, Y2, V3] = R

dimR/I; +1=6+1=7

dimR/Is + 2 = dimK[X1, Xo, X3,Y1, Y5, V3] /(X2) + 2 =

dimK[Xy, X3,Y1,Y2,Y3] +2=5+2=7

dimR /I + 6 = dimK[Xy, Xa, Xy, Y1, Vs, Ya]/ (I, Y1) + 6 =
dimK[X1, Xo, X3, Vs, Ys] /To + 6 —

dim(K[X1, Xa, Xs]/12)[Ya, Ya] + 6 =

dimK[Xy, X, Xs] /o +2 46 =

dimK[X1, Xo, Xa] /I + 8 = 1 +8 = 9.

dim(Symg(L)) < dimR[Y1,Ys,Y3]/J, =9

6.2 J; e invarianti

Sia R un anello commutativo unitario e sia M un R - modulo finitamente generato
M = Rfy + ..Rf,. Siano I, = M;_y : Rf;, M; = Rfi + ... + Rf;,i < n, gli ideali
annullatori di M, I, C R. Consideriamo 'anello R[1y,...,T,], dove le T; sono inde-
terminate e sia K = (LiTy,...,1,T,) C R[T\,....,T,] " ideale di R[T},...,T,] generato
nel grado 1 in Ty, ....,T,.

Definizione 6.9 K sara detto ideale lineare associato ad M. Se I; C I, C ... C

1,, K sara detto ideale fortemente lineare associato ad M.

Esempio 6.10 Sia M come sopra e sia J 1" ideale delle relazioni di Simpg(M).
Supponiamo M generato da una s - successione. Allora K =in.(J) = (LiT1,...,1,T,)

e lideale lineare associato ad M.

Esempio 6.11 Sia L C R[T\,...,T,], un ideale generato da elementi di R che
formano una successione regolare, L = (f1, ..., fn) C R. Allora L é generato da una s

- successione forte, poiche le successioni regolari sono d - successioni.
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Risulta 0 = fi = 0,f1 = f2 = (f1), (1, f2) © f3 = (S, f2), o, (frs o fin) & i =
(fr, ooy fiz1)-

Lideale K = ((f1)T2, (f1, f2)T3, ooy (f15 s fuo1)Tn) € un ideale fortemente lineare.
Infatti:

(0) € (f1) C (f1, f2) C ... T (fr, fas ooy fr1)

Osservazione 6.12 Sia I C k[zy,...,x,] un ideale monomiale, I = (my,...,my).
Allora gli ideali annullatori dell’ideale I,1; sono ancora ideali monomiali, Iy = (0), I, ..., I;.
K ¢ un ideale di S = Klzy,...,x,;T1,...,T], ove K = (LT3, I3T3, ..., I, T;) ha una
struttura particolarmente interessante per lo studio degli invarianti di R[Th, ..., T;]/ K,
soltanto in funzione degli invarianti di particolari quozienti dell” anello R mediante
gli ideali annullatori che compaiono in K. I teoremi che sequono riguardano il cal-
colo degli invarianti di S/K : dim(S/K),e(S/K),depth(S/K),reg(S/K), nei casi in
cui L =1, C K|xy,...,2,)], cioé l'ideale di Veronese square - free ed L & un ideale di
prodotti misti, K[x1,...,Tn; Y1, ..., Ym], appartenente alle classi considerate nel capitolo
.

Teorema 6.13 Sia R = Klzy,...,x,], L C R, L = I, = k - esimo ideale di

Veronese square - free. Siano I,i”,lff), ...,I,g’“) gli ideali annullatori di I,. Allora si

n

ha: K = (12T, 1Py, ..., I,Sk)T< ) C RIT, ... Tpy)] = S.

n
k k
e risulta:

1. dim(S/K) = (}) +1
2. depth(S/K) = (}) +1

Prova.
Sfruttiamo il ragionamento che adotteremo nel caso k = 2, come mostra il teorema

sequente. La generalizzazione & facile da ottenere.

Teorema 6.14 Sia Iy lideale 2 - Veronese square free di S = Klxq,...,2,).
Sia J lideale delle relazioni di Symg(ly) e sia Jo = (I1Y7, ...,I(n)Y( >) Uideale di
2

2
Sy, ...,Y<n)], essendo I = (0), I, ...,I(n) gli ideali annullatori della successione di
2 2
monomi che generano Iy, ordinati lessicograficamente con ordinamento sulle variabili

dato da x1 > x9 > ... > T, T1To > T1T3 > ... > T1Ly > Loy > ... > Ty 1Ty

Si consideri la K - Algebra S[Y1, ...,Y( )]/Jg, allora abbiamo:

n
2
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1. dim(S[Yl,...,Y( )]/JQ) =(3) +1

n
2

2. depth(S[Y1, ...,Y( )]/J2) =(3) +1

n
2

3. S[Yi, ...,Y< )]/JQ e un anello Cohen - Macaulay.

n
2

Prova.
1. Essendo l'ideale J, = (111/1, e I(Z)Y(Q’)) C S[YI, e Y(S)L Jo = ([2}/2’ e [(S)Y(g))
della forma data dalla proposizione 6.1.,abbiamo la formula per la dimensione:

dim(S[Y1, ...,Y( )]/Jg) =maz {dimS/(L;; + ...+ I;)) +r, 1 <i; <iy < .. <i, <n}.

n
2

(a) Supponiamo r = (Z’) Allora Iy + ... + I(Z) = (1, ..., Tp_1). Ogni variabile
xi, 1 <1< n-—1, appare in al piuw n ideali annullatori.
La variabile x,, non" appare, dal momento che © monomi dove x, appare
SONO T1 Xy, Ty, oy Tn_1Tn, €, S€ NOL consideriamo we qualche ideale colon
del tipo x;x, : 2,1, 5,k < n, esso e generato da una variabile x;,1 # n.
Allora abbiamo:

S/(x1, 1) = K[z, oy xn] (1, ooy 2p1) = Ky

(b) ¥ <nip kP 1< <ip << S KU, KLY = -1
Abbiamo I + ..+ 11V = 1V 4+ + 1Y) = (1,20, m,0), K <n—1

S/(flvx% "'7xk(1)) + kfl) =n-—- kz(l) + k’t(l) =n< (Z)

() r<kP1<in<ip < <y ShD ampa() +a@) =n—1+n-2=
2n —3
Abbiamo
)+ + I+ 1+ 418 =
(T1, T,y Tp_1, T1, Ta, ..., xkz@)_a(l)) = (21, ey Ty
dim(S/(xy, xa, ...,xn_l)—i-k?) = dim(K[xn])—i-k?) <142n—-3=2n—-2<

()

Partendo dar = n, e per ognir > n, la somma degli ideali colon é (1, ...,Tp_1),

allora calcolando le dimensioni relative a tutti © possibili cast per r < (g) -1,
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otteniamo dimS/(x1,...,xn_1) +r=1+7r <1+ (3) = 1= (}). Questo implica
che il massimo delle dimensioni é:

dimS/(z1, ..., xn-1) + (3) = dimK[z,] + (5) =1+ (3).

Dungque, abbiamo: dim(S[Y1, ...,Y@)]/Jg) =1+ (})

Deduciamo:

htJ, =n —1 = gradeJ,.

2. Consideriamo la successione di monomi che generano Jy :
1 . . .
IQ( )YQ, e ™ Y(n), che puo essere scritta esplicitamente come
2

X,Ya, X1Ya, XoVar oo oo Xi¥{zy, Xa¥{(z), s Xa 1 V()

Possiamo trovare in questa successione la successione X1Yo, XoYs, X3Y,, X, Y5, ..., X, 1Y,
di lunghezza n -1, che & una successione regolare di elementi di S[Y, ..., Yy].

Dopo una permutazione degli elementi della successione (1), otteniamo che ogni
successione regolare Jo ha lunghezza n - 1, allora:

grade(Jy) > n — 1.

Abbiamo dim(S[Y1, ..., Y(g)]/Jg) = dim(S[Y1, ..., Y@]—ht(JQ) =n+(5)—ht(J2).

Cosi deduciamo 1+ (3) =n+ (5) — ht(Js) and ht(Jy) =n — 1.

Ma grade(Jy) < ht(J;) =n — 1. Cosi grade(Jy) =n — 1.

Inoltre, Jy puo essere generato dalla successione

Xl}/QleYvS’XQYéa X) 7X1Y( )7X2Y< )7 "'7Xn71Yn-

Segue depth(S[Y1, ...,Y(g)]/Jg) =n+ () —(n-1)=(}) + 1
3. Seque dall’uguaglianza dim(S[Y1, ..., Y(g)]/(]g) = depth(S[Y1, ..., Y(g)]/Jg).
Teorema 6.15 Sia R = k[xy, ..., Tn; Y1, s Yn), T, .o, T indeterminate su R. Sia
L C R un ideale di prodotti misti. Siano L gli ideali annullatori di L.
Allora si ha:

Sia K lideale di tipo lineare associato ad L.

1. Se Ly = IJ, C R, K1 = (LT, LT3, ...,Li”(k)’Tn<n)) C RT3, T, o, Ty =

Si

2. SelLs = IJ, C R, Ky = (LOTy, LTy, ..., Lé(k>(k>)T<n)(

" n)) C R[Ty, T, ,T(n)(n)] =
S

k
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3. Se Ly = I i+1J, C R, K3 = (LT, LTy, . L
S3

(2n(7kl

3

))T%(Z)) C R[Th,Ts, "'7T2n(2)] =

(1)
4. SeLy=L+J, C R, K, = (LPTy, LTy, .., L, (&) Ty(my) © R To, o, Tygn)] =

Sa

5. Se L5 = Ik + [1Jk_1 C R, K5
R[Tl,TQ, ,T( )+"(ki1)] = 55

n
k

(LT, LTy, ... L

@lshy e

Prova. Discendono dai teoremi 5.7. 5.9. 5.12. 5.15. 5.16. in cui si calcolanogli

idealt annullators.

Teorema 6.16 Sia R = ]C[I'l, cey Ty Y1, ...,yn], Kl, KQ, Kg, K4, K5,Sl, 52,83, 547 55

come nel teorema precendente. Allora si ha:
1. dim(S1/K1) = n(}) + 2
2. dim(S2/Ks) = (1) (}) + 2
3. dim(Ss/K3) = 2n(}) + 2
4. dim(Sy/Ky) =2(}) + 2

5. dim(Ss/Ks5) = (7) +n(,",) +2

Prova. 1. Gli ideali annullatori di Ly sono in numero di n(Z) Applicando la for-

mula per la dimensione dimostrata nel teorema..,in ognuno dei casi e per ogni valore

di r < n(Z), il massimo della dimensione e raggiunto per r = n("), r > 2. Pertanto

k

avremo dim(R/(L+...4+1,)+n(5) = dim(K 1, ..., T3 Y1, oo Yn) /(T1, oy Trm1, Y1y oo Y1)+
n(g) = dim(k[z,,yn]) + n(g) =2+ n(g) Per i casi 2.,3.,4.,5., vale la stessa osser-

vazione che in 1.

Teorema 6.17 Sia R = K[x1,...,xn; Y1, .., Yn|, K1, Ko, K3, Ky, K5, 51, S9, S3, S4, S5

come nel teorema precendente. Allora si ha:
1. depth(Si/K1) =n(}) + 2
2. depth(S2/Kz) = (1) (1) +2
3. depth(S3/K3) = 2n(}) + 2
4. depth(Sy/Ky) =2(}) + 2
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5. depth(Ss/Ks5) = (}) + 2

Prova.

1) Nell’ideale Ky, é possibile individuare la successione monomiale

115, w13, 03Ty, o, T A Ty 1 o1, Y2 Loty ooy Yn1Ton 1

di lunghezza 2n — 2, che forma una successione regolare. D’altra parte ht(K,) =
dim(R[T, ...7Tn(z)] — dim(S1/K1) =2n+n(}) —n(}) —2 = 2n — 2. Ne seque che
ht(K) = grade(Ky) =2n — 2, e depthSi/Ki =2n+n(}) —2n+2=n(}) + 2.

Per i rimanenti casi, si procede allo stesso modo,individuando in Ky, K3, K4, K5 la

successione monomiale che forma una successione regolare.

Esempio 6.18 I, = (v119, 2123, x2x3) C K[z1, 29, 23] = S. We have
I =(0), Iy = (x129) : (z123) = (x2), I3 = (122, T123) : (wax3) = (21).
Then in<(J) = ((x2)Y2, (21)Y3) = ((22)Y2, (21)Y3), and in (J) = Js.
Infatti I & generato da una s - successione Sympg(Iy) = R[Y1,Ys,Ys]/J and dim(Symg(l2) =
dim(S[Y1, Y, Ys]/ino(J)) = dim(S[Y1, Ys, Y3]/ Jo).
Dobbiamo calcolare le sequenti dimensioni:
dim(S/I,) +1=dimR+1=3+1=4
dim(S/(I2) + 1 = dim(K|[zy, xe, 23] /(1)) + 1 =2+1=3
L)+ 1 =dim(K[zy, 29, 23] /(29)) +1=2+1=3

dim(S/(

dim(S/(I + I2)) + 2 = dim(K [z, ke, x3)/(x2) +2=2+2=14
dim(S/(I1 + I3)) + 2 = dim(K[x1, 9, 23] /(1) +2=2+2 =14
dim(S/(Is + I3)) + 2 = dim(K [z, x, 23]/ (21, 22) +2 =142 =3

dim(S/(Iy + Iy + I3)) + 3 = dim(K [x1, x3, x3] /(x1,22) +3=1+3 =4

In conclusione abbiamo:

Allora dim(Syms(L,)) =4 = (3) + 1

Allora risulta:

dim(Syms(I2)) = max {dim(S/1L;; + Li, + Liy + 13,1 < iy < iy < i3 < 3} = mazx {3,4} =
4=()+1

La successione xsYs, £1Y3 € una successione regolare che genera Ja, per cui depth(Syms(ls)) =
2 e Symg(ly) ¢ CM.

Esempio 6.19 Sia R = K[x1,x2,23;Y1, Y2, Y3)-

Sia L = Iy + Jo = (z129, 123, T2T3, Y1Y2, Y13, Y2U3)-
LY =(0), 1 = (22), I = (21), S = I, IY = (I, 1), 1) = (Lo, ).
klz1, z2, 23591, Y2, 3/3]/([2(2) + 12(3) + [2(4) + [2(5) + [2(6)) =
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= k[r1, %2, 235 Y1, Y2, Y3) / (1, Ta, [2, 1, 92) =

K[z, 2o, 23,91, Y2, Y3/ (71, T2, Y1, Y2) = kw3, 3]

dim(klxs,ys] +6 =2+6 = 8.

Posto Ly = I + Jo ¢ facile verificare che dimSympg(Sy/K,) = 8.

Calcoliamo ora:

dim(k[x1, 2o, T3, Y1, Yo, y3) [T1, Ta, T3, Ty, T5, 1)) / J =

J e generato da:

3Ty — w1, 3Ty — 1113, 2215 — 2113, w1221y — y1y2 T, w1225 — y1ysTh,

12916 — y1ysTy, v1esTy — y1yoTo, w1315 — y1ysls, x1w3Te — y1y31a,

rax3Ty — y1y2 13, o3 Ts — y1ysTs, x103T6 — y1ysT3, ysTs — yo1li,

YsTs — y1 16, Y215 — 116

htJ > 6

dim(Sym(Iy + J3)) <12—-6=6 < 8.

D’altra parte Ly non e generato da una s - successione.

La base di Groebner e non lineare in Ty, ..., Ts. Infatti & di grado 2.

G = {y2T5 — nTs, ysTs — T, —y2 Ty + nTs, voTo — 0113, 2311 — 21 T3, =3 Ty T + 1 T T,
1y2Ts — y1ysle, —y1ysls + w12316, wax3Ts — 12316, —11y21s + wax3Ty, —tr1ysle +
112316, v123T5—x123T6, —y1y2Totx123Ty, —y1ysTita122Ts, 1209 T5—2122T6, —yr1y2 11+
112091y, ox3TyTs — w1231, w103 Ty Ts — w1231, 2o Ty T — 11058, —y3 T3 T + 212372,
— i ToTs 4 212313, w103 Ty T — w2315 T, —a3 T3Ts + a7T5Ts, —yi Th T + w1297,

3T Ts— w129 T5T, —xoxsyy To+a123YysTo, —212331 To+2103YysTs, — 10291 To+x122Y3T6, w1032 Ts—
212336, ©102y2 T — 1209ys T, 2723 T + w12003 T, w3 T} — 112375,

xy + 953T42 - 513'11’3T627 371$2T42 - $1$2T62’ Tox3ysTy — x1w3y3Ts, v123ysTy — x1203y37Ts,

11 29ysTy — 2109y Ts, =TT} + 21291513, —xiysTTy + w129ysT5Ts,

2 22 2 2 2 2 2,22
2123Yy315Ts — v12005T , w1202y5T3T6 — w5231, v122y3 T T — 272515
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6.3 Invarianti di Symg(L)

Sia L = I}, C K|x1, ..., x,] Uideale di Veronese square-free e sia L C K[Z1, ..., Tp; Y1, -, Yn)
un ideale di prodotti misti appartenenti ad una delle classi considerate nel capitolo
5.Noi ci interesseremo dei sequenti invarianti: dimensione (dim), profondita ( depth),
regolarita (reg), di Sympg(L). Purtroppo, siamo in grado di dare soltanto bounds per
il valore degli invarianti. Tuttavia, in alcuni casi e, per valori bassi di n ed m, saremo
i grado di dare | esatto valore. Poiche, in generale, nei casi che consideriamo, L
non e generato da una s - successione, in<(J) = J,+ K, dove J, & la parte lineare di

in<(J), essendo < il revlex order, e J l'ideale delle relazioni di Symp(L).

Teorema 6.20 Sia Iy C K[z, ...,x,) lideale di Veronese square-free . Allora:
d = dim(Symg(Ix)) < (Z) +led= (Z) +1 sek =n—1, nel qual caso d = (nfl)%—l =
n+1
Prova. Risulta Sympg(I;) = R[11, ”"T(Z)]/J’ dim(R[T, ’T(Z)]/J) = dim(R[T, ...,T(
grazie al teorema di Macaulay,essendo < il revlex order sui monomi di R[Ty, ..., T(Z)]
Pertanto dim(R[T}, ,T<Z)]/zn<(J)) = dim(RI[T, ...,T(g)]/(Jl—i—K)) < dim(R[T7, ..., T(g)]/Jl),
grazie al teorema 6.6. del capitolo 6. Infine poiche dim(R[T}, ...,T(g)]/Jl =) +1
(Teorema 6.4., capitolo 6), avremo che dim(Symp(I) < (7)+1. Per quanto riguarda

N/in (7)),

n
k

luguaglianza, se k =n—1, I é generato da una s - successione (Teorema 4.5., capi-
tolo 4) e abbiamo in.(J) = J;, K = (0). Ne seque che l'asserto seque dal teorema
3.6. di [22] poiche () +1= (")) +1=n+1.

Teorema 6.21 Sia R = K[x1,...,x.;Y1, ..., Yn| € sia L un ideale di prodotti misti,

appartenente ad una delle classi di cui nel capitolo 5. Allora avremo:

1. Se Ly = Iy Jy, d = dim(Sympg(Ly)) < n(Z) +2e
d:n(2)+2, se k =n, nel qual casod:n(2)+2:n+2;

2. Se Ly = I Jy, d = dim(Sympg(Ls)) < (})(}) +2;
3. Se Ly = I Jy + 11 Ji, d = dim(Sympg(L3)) < 2nnk + 2;

4. Se Ly = Iy + Jy,, d = dim(Symp(Ls)) <2(}) +2, ¢
d:2(2)+2 se k=n—1, nel qual casosz(nf1)+2:2n+2;

5. 8e Ly = I+ L1 Jy_1, d = dim(Sympg(Ls)) < (}) +n(.",) +2.

Prova. Per 4., si veda il risultato ottenuto in Theorem 2.2. di [22].
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7 Algebre monomiali provenienti dall’ideale di Veronese

square - free I,

Fissiamo d+1 intert positivi r, 1, Sa, ..., Sq € consideriamo linsieme

A={(ir iz, ..ig) €Z%ir+ia+ .. +ig =10 <iy <s1,...,0 <dg < sq)

Esiste una biezione naturale tra un elemento di A e la stringa debolmente crescente
di lunghezza v sull” alfabeto {1,2,...,d} avente al pitv s; occorrenze della lettera j.
Sotto questa biezione, il vettore (iy,1s,...,14) di A & mappato nella stringa debolmente

crescente

Ug...u, = 11...122...233...3 ... dd...d
AP e A S i S

i1volte igvolte izvolte igvolte
SCriviamo Ty, u,.. ., per la corrispondente variabile nell’anello dei polinomi K[X]. De-
notiamo con sort(.) l'operatore che prende ogni stringa sull’alfabeto {iy, s, ...,14} € la
seleziona nell’ordine debolmente crescente. Con queste convenzioni, l’ideale torico e

descritto come seque:
Proposizione 7.1 L’ideale torico definito dall’insieme A e uguale a:
IA = (TyTy.. Loy — Loy Tor... Ty = SOTE(uv...w) = sort(u'v'..w"))

Per esempio 1 ideale della superficie di Veronese nello spazio proiettivo P° & uguale
m questa notazione a :

2 2 2
($11$33 — 13, L11X22 — X719, L11T23 —T12T13, L12X33 — XL13T23, T13L22 — T12X23, L33TL22 —%3)-

Vedremo nel sequito che questi ser generatori minimali costituiscono la base di Groeb-
ner ridotta per lideale di Veronese rispetto ad un ordinamento di termini che seleziona
come termini iniziali det binomi i monomsi sottolineati. Questo e il caso d = 3,r =

s1 = S9 = s3 = 2 del Teorema 7.3. Premettiamo alcune definizioni:

Definizione 7.2 Un monomio Ty u,. u Tvyvs..opLwiws..w. 0 K[X] & detto sorted

se

u1§111§...<w1<u2<vg<w2<u3<vg<...<w3§...gudggvdg...gwd.
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Per i monomi che non sono sorted definiamo numero di inversione il numero delle
inversioni nella stringa (1), dove una inversione in una stringa di interi lyls...l, sig-
nifica una coppia di indici (i,j) tali che i < j e l; > l;. I sequenti due fatti sono

facilmente verificati:
1. Ogni potenza di una variabile e sorted ( e sufficiente scrivere x! = x;x;...2;);

2. Se un monomio non € sorted, allora esso contiene un fattore quadratico che non

e sorted.

Teorema 7.3 ([39], Theorem 14.2.)Esiste un ordinamento di termini < su K[X]
tale che © monomi sorted sono precisamente i monomi < —standard modulo I4.
L’ideale iniziale in-(I4) & generato da monomi quadratici square - free non sorted.

La corrispondente base di Groebner ridotta di I, é:

{xuluQ...uTrvlvz...vT — Tyws.. war 1 Lwows..wsy - W1WIWS3.. Wy = sort(ulvluwz---urvr)}

Prova: Sia G il sequente insieme di binomi sottolineati:

{xulu}”urmvm,”m — xwlw&”ww_lxwm._,ww}. Mostriamo anzitutto che queste

relazioni giacciono in I4. Notiamo che per ogni j € {1,2,...,d} le stringe ujus...u, e
V1V2...0, hanno ognuna al pi s; occorrenze della lettera j. Noi dobbiamo verificare
che le stringhe wiws...Wa,_1 € Woy...ws, hanno la stessa proprieta . Questo accade
perché il numero di 7 1n wiws...Wa,_1 € il numero di j in wely...ws. S0N0 0 entrambi
uguali o differiscono di una unit, come seque da w; < wy < w3z < ... < Wo,..
Utilizzando la teoria delle basi di Groebner, consideriamo la relazione di riduzione
su k[X] definita dai binomi sottolineati di prima. Un monomio m & in forma
normale rispetto a questa relazione di riduzione se e solo se m & sorted Se un
monomio my non sorted & ridotto a un altro monomio mo usando G, allora il
numero di inversioni di mey e strettamente minore del numero di inversioni di m,.
Questo mostra che la relazione di riduzione definita da G é noetheriana. Esiste
allora un ordinamento dei termini < su K|[X]| che seleziona il termine sottolineato
termine come termine iniziale per ogni binomio di G.
Consideriamo 'ideale iniziale in(14). Ogni monomio che non sia sorted sta in
questo ideale. Supponiamo che qualche monomio sorted my stia in in(ly). Allora
esiste un binomio non nullo my —mg in I4 tale che my non stia in in.(14). Allora

meo €& anche sorted, il che significa che my e ms sono monomi sorted che stanno
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nella stessa classe residua modulo I4.Dalla descrizione di 14 data nella proposizione
7.1., seque che my ed mo sono uguali. Questa e una contraddizione. Dunque 1
monomi in in<(I4) sono precisamente i monomi non sorted. Concludiamo che G é

la base di Groebner ridotta di I4 rispetto a <.

Esempio 7.4 In K[z, xs, 23],
— (2 2 2
I = (v}, 1179, 2173, 75, ToT3, 73),

Siano le due K - algebre:
KL = K[x3, 1179, 1173, T3, To3, T3]

Klx11, 212, 213, T22, Ta3, T33]

. 2 2 2
[ K[x11, T12, T13, Ta2, Tog, Ta3] = K27, 21200, 1123, T3, ToX3, T3]

2. ) ) 2. ) 2
T11 > T7,T12 = T1X2,T13 b T1T3,T22 = T5,Ta3 F> TaT3,T33 — T3.

T11Tog — T3y > 203 — (179)% = (1122) — (1212) — 0; m11233 — 235 > 323 — (0123)% =
(1133) — (1313) — 0; x11T93 — T12T13 > Tw2T3 — T1wx1w3 = (1123) — (1213) — 0,
T19T33 — T13T93 +> T1T9Ti — x1T3w2x3 = (1233) — (1323) — 0; T13792 — T12Ta3 —
10373 — Tiwowaxy = (1322) — (1223) — 0; Tooxsz — o35 — x303 — (1913)* =
(3322) — (2323) — 0.

_ 2 2 2
G = {9011£E22 — T, L11X33 — T13, L11T23 — L12X13, T12L33 — T13T23, L13T22 — L12X23, T22L33 — 9023}

Proposizione 7.5 ([39], Prop. 14.4.) In generale, la base di Grobener ridotta
data nel teorema 7.2. non e ne lessicografica né lessicografica inversa.
Prova: Scriviamo la base di Groebner ridotta nel caso d = 4,r = 3,81 = S9 = §3 =
s4 = 2. Le considerazioni valide in questo caso saranno infatti valide in generale.
Allora:

A= {(2, 1,0, 0), (1, 2,0, 0), e (07 0,1, 2), (1, 1,1, ()), (1, 1,0, 1), (1, 0,1, 1), ((), 1,1, 1)},
K[K] = [117112,$122, ---,$344$1239€124$134$234]-

K[$112>$122,513113>$1337$114,55144,33223,$233>$224,513244>$3347$344,$123,$124,$134,$234 —

2 2 .2 2 .2 2 .2 2 .2 2 .2 2
K[ﬂé’lxz,131%;5511337%1363,131%4,331$4>$2$37$2$37$2I4,5529047I356’4,903=T4,$1$2$3,$1$2$4,$15€3$47$2$3$4]
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Ti12 H $%$2;$122 — I1$§;'$113 — $%5E3,'I133 — $1$§,‘$114 = $?$4;$144 = !E1$421;5U223 —
X535 Tas3 > LT3 Tgs > T3L4Toas > T3 T334 > T3L4; 344 > T3T3, 0123 > T1T2T3;T124 >
T1T2T4;2134 7 T1X3L4,T234 > T2T3T4.

Ne seque che: T112T133 — T113T123 — TiTaT1T3 — Tiw3x1Tow3 = (112133) — (113123) —
0;2112T134 — T113T124 > TITaT1T3Ty — Tox3T1T0x4 = (112134) — (113124) — 0;
T119T144 — T114T124 5 TIToT1 T3 — T3040 0974 = (112144) — (114124) — 0; 21197203 —
T199T193 > TrToToTaT3—T1 T30 Tow3 = (112223)—(122123) — 0; T119T904 —T192T 124 —
Tirax3Ty — TT3T Ty = (112224) — (122124) — 0; T119Ta33 — Tieg F> TIToToT3 —
(21293)? = (112233) — (123123) — 0; 21102331 — T1os2134 — (112334) — (123134) —
021190304 — Troa213e = (112344) — (124134) — 0; 21150192 — T1100123 — (113122) —
(112123) — 0;21137144 — T114T134 = (113144) — (114134) — 0; T113T903 — Thpg
(113223) — (123123) — 0;2113%024 — T1237120 = (113224) — (123124) — 0; 21137033 —
T125213s > (113233) — (123133) — 02113231 — T1os213s = (113234) — (123134) —
0;2133%244 — T124%134 — (133244) — (124134) — 0;2113%334 — 1337134 = (113334) —
(133134) — 0; 1137344 — T3y, > (113344) — (134134) — 0;2114T192 — T112T124 =
(114122) — (112124) — 021142125 — T1132104 — (114123) — (113124) — 0;21142133 —
T1132131 = (114133) — (113134) — 0; 21142003 — T1052104 — (114223) — (123124) — 0;
T114T994 — Tiey = (114224) — (124124) — 0; x114To33 — T13T134 +—> (114233) —
(123134) — 0;2114T234 — T124T134 = (114234) — (124134) — 0; T114T244 — T124T 144 —
(114244) — (124144) — 01142331 — 225, = (114334) — (134134) — 0; 21142304 —
Tisarias — (114344) — (134144) — Omimaigs — 20 = (122133) — (123123) —
0; Tiooras — Troation > (122134) — (123124) — 0;210001as — 229, = (122144) —
(124124) — 0; x122T033 — T123%203 —> (122233) — (123223) — 0; x129T934 — T123T204 =
(122234) — (123224) — 0; 21907244 — T124T224 > (122244) — (124224) — 0; 21927334 —
T1o3Tass = (122334) — (123234) — 0; 21000304 — Troaozs — (122124) — (124234) —
0; T1937 100 — T1oaz13a = (123144) — (124134) — 0; T1o50001 — Troaons s (123244) —
(124234) — 0; x193%334 — T133T234 = (123334) — (133234) — 0; X193 344 — T134T234 —
(123344) — (134234) — 0; 21947133 — T123T134 = (124133) — (123134) — 0; 21042203 —
T1o3Tans > (124223) — (123224) — 0; 21042033 — T1o3Toms = (123233) — (123234) —
0; T194T 531 — T13a@azs — (124334) — (134234) — 0; Z104moss — Traadons = (124244) —
(134244) — 0; 21337144 — @25, — (133144) — (134134) — 0; 2133923 — T123T233 =
(133223) — (123233) — 0; x133%904 — T123T234 —> (33224) — (123234) — 0; x133%244 —
T134%234 = (133244) — (134234) — 0; 2133%344 — T134T334 — (133344) — (134334) —
0; 134203 — T123T234 = (134223) — (123234) — 0; 134T 904 — T124T234 > (134224) —
(124234) — 0; 21347233 — T133T234 = (134233) — (133234) — 0; T144T233 — T124T234 —>
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(144233) — (124234) — 0;.17144[E224 — T124T244 = (144224) — (124244) — 0;17144ZE233 —
1347234 > (144233) — (134234) — 0;1,'144£E234 — X134T244 = (144234) — (134244) —

O; 1447334 — X134L344 (144334) — (134344) — 0; T223T244 — T224L234 = (223244) —
(224234) — 0;(132231‘334 — T933T234 (223334) — (233234) — O;$223l’344 — I%34 =
(223344) — (234234) — 07 T9224T233 — L223T234 > (224233) — (223234) — O, L994334 —

1'334 = (224334) — (234234) — 0;1'224$344 — T934T9244 + (224344) — (234244) —
0;1'23333'244 — .1'534 = (233244) — (234234) — O;I233$344 — 29347334 +> (233344) —
(234334) — 0, L2447334 — L234T344 = (244334) — (234344) — 0.

Dunque K[X] e un anello di polinomi in 16 variabili. La base di Groebner G, calcolata

col Cocoa, € costituita da 68 binomi quadratici:

G = {1‘11237133 — 21132123, L112L134 — L113T124, L112L144 — T114T124, L112T223 — L122L123;
L112T224—T122%124, 30112%233—%%23, L112X234 —T123L124, $112$244—I%24, L112L334—T1230134, L112L344—
T124%134, X113L122—L1122123, L113L144 —L114L134, $113$223—$%g37 L113L224—L1237124, L113L233 —
L1230133, L1130234 —L123L134, L1330244 —L124L134, L113L334 —L133L134, 5511333344—517%347 T114T122—
T1120124, 1140123 —L1130124, L114L133 —L113T134, L114L223 —L123L124, 117114913224—33'%247 L114T233—
T123%134, L114L234 —L124L134, L114L244 —L124T144, $114I334—$%34, L1147344—T134L144, L1220133 —
56%23, L122%134 —L123T124, $122$144—$%24, L122%233 —L1237223, L122L234 —L123L224, L122L244 —
L1240224, L1220334 —L1231234, L122X344 —L124L234, L123L144 —L124L134, 1230244 —X124T234, £123L334 —
T1337234, L1232344 —L134L234, L124T133 —L123L134, L124L223 —L123L224, L124L233 —L123L 234, X124 L334 —
L134%234, L124L244 —L134L244, I133$144—I%34, 21332223 —L1230233, 1331224 —L1237234, L133L244—
L134%234, £133L344 —L134L334, L134L223 —L123L234, L134L224 —L124L234, L134L233 —L133L234, L144L233 —
L1240234, L1440224 —L1241244 , L1440233 — L1341 234, L1440234 —L134L244, L144T334 —X134L344, L223L 244 —
L224T234, X223L334 —L233L234, 3722395344—5’7%34, L224T233 —X223L234, 332241'334—95334, L224T344 —

2
T234%244, L233T244 — T334, L233T344 — 2347334, 244334 — L234L344-

In ognuno di questi 68 binomi il primo termine é il termine iniziale ( monomio non
sorted) e il secondo termine & il termine trailing. Notiamo che i termini trailing
sono sorted mentre i termint iniziali non sono sorted.

Se G fosse la base di Groebner per un ordinamento lessicografico, allora esisterebbe
una variabile x5, che appare solo nei termini iniziali. Se G fosse la base di Groebner
per un ordinamento lessicografico inverso, allora esisterebbe una variabile x;j, che
appare solo nei termini trailing. Ma ognuna delle 16 variabili appare sia in qualche
termine iniziale sia in qualche termine trailing. Concludiamo che la base di Groebner

G non e ne lessicografica ne lessicografica inversa.
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La proprieta della proposizione precedente vale anche per d = 6,7 = 3,51 = 9 = ... =
Sg = 1.

1l caso square - free puo essere definito mediante il terzo ipersimplesso:
A(3,6) =conv{e; +ej+e:1<i<j<k<6},e=1(00,..1,00,..0) € N6

1l corrispondente ideale Torico 14 € il nucleo dell” omomorfismo di K - algebre

k[«rrst 1 << ] <k< 6] — k’[tl,tz,tg,t4,t5,t6],xijk — tzt]tk

La base di Groebner ridotta di 15 consiste di 69 binomi e puo essere ottenuta mediante

la teoria dell’eliminazione. Ogni variabile x5, appare in qualche termine iniziale, cost

che G non puo essere lessicografica inversa. Le sei variabili X123, T934, T3a5, 456, L1565 T126
appaiono solo in termint iniziali, pertanto possono comparire prima in un possibile
ordinamento lessicografico. Sia X 1" insieme delle altre 14 variabili. L’ideale di elim-
inazione I N K[X] ha una base di Groebner indotta( dove sono sottolineati i monomi
iniziali):

GQK[X] = {5U124-T256 — T1257246, L124T346 — L134L346, L124L356 — L135L246, L1250134 — L124T135,
L125T346 — L135L2465 L12L356 — L135L256, L134L256 — L135L2465 L134L356 — L135L346, L136L145 —
T1350146, L136L235 ~L1350236, L136L245 —L135L246, L145L235 —L135L245, 1450236 —L135L246, L146L235 135
T246, 1461236 — L136L246, L146L245 — L145L246, L236L245 — 90235$246,_[$256$346 — X246L356-
Ognuna delle rimanenti 14 variabili appare in qualche termine trailing e dunque non

puo essere la variabile successiva alle prime set in un possibile ordinamento dei ter-

mini lessicografico. Ad esempio, si consideri ['ultimo binomio ToseT3se — T246T356-
Secondo 'ordinamento lex il monomio iniziale € xo46T356, poiche vi compare la vari-

abile x356. Questo mostra che la base di Groebner per lipersimplesso A(3,6) non é ne

lessicografica ne lessicografica inversa.

Esempio 7.6 1. Pern =2, K[z, xs], I3 = (0)14 = (0).

2. Pern =3, K[z, 12,23, I3 = (117273)

K[$123] — K[$1$2I3]7$123 = 12923, 14 = (0)
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3. Pern =4, K|xy, 9, T3, 24],

K[-T123, L124, T134, 93234] — K[$1IU2333,271932£B4, T1X3T4, LoT3T4

T123 F2 T1T2T3; X124 > T1T2T4; T134 > T1T3T4; T234 = T2X3T 4,
T123T124 — X134T234 7’é 0; T123%234 — T124T134 75 0; X124%234 — T134T123 7’£ 0;14 =

(I123$124 — X134%234, £123L234 — L124L134, L124T234 — $134$123) ;

4. Pern =5, K[x1, %2, T3, T4, Ts5), K[T123, X124, T125, T134, 135, T145, T34, T235, T245, T345) —>
K[Ill’g.fg, T1X2T4, L1T9X5, L1X3T4, L1X 35, L1X4T5, LoL3L4, LoX3T5, LoL4L5, I3$4$5]
T123 > T1T2X3; T124 =2 T1T2T4; T125 > T1T2T5; T134 F> T1T3T4; T135 — T1X3Ts5;
T145 7 T1X4T5; T234 > T2T3X4; T235 7 T2X3T5; Taa5 > L2L4X5; X345 H7 T3XaTs,
T123T124 — T125T134 7 05 T123% 124 — T125T135 7 03 T123%124 — T125T 145 7 05 T123T 124 —
T125T234 7 0;
T123T124 — T125T245 7’é 0; T123T124 — T134%135 7é 0;

5. Pern =6,
K[iUhIz, T3, Ty, Ts, %], K[$123,I124, L125, L1265 L1345, L1345 L1355 L145, L146, L156, L234, L235, L236,
T245, X256, X345, L346, L3565 $456] —
K[-T15U2333>~T1932-T4,$1332$5, T1X2X6, L1XL3X4, XL1X3L5, L1L4L5, L1X4T6, L1X5L6, L2X3Ty,
ToX3T5, LoL3L6, LoX4L5, Lo2X4AL6, L2X5L6, L3L4LE, L3L4L6, LIL5L6, 5U4$555'6]
T123 > T1T2X3; T124 =2 T1T2T4; T125 7 T1T2T5; T126 F> T1T2T6; T134 +7 T1X3T4;
T135 F> T1T3T55 T145 =2 T1T4T5; T146 > T1T4T6; T156 F> T1T5T6; T234 +7 T2X3T4;
Ta35 7 TaX3Xs5; X236 7 L2X3Te; Taa5 7 TaX3Te; T256 —7 L2ls5T6; T35 7 T3T4T5;
T346 = T3T4Te; T356 7 T3XaT6; Las6 7 T4T526;

T124T256 — L125T246 —7 L1T2L4T2T5Le — L1T2L5L2L 4L = (]_24256) — (125246) — 0,

T124T346 — T134T346 —> (124346) — (134346) — 0;
(124356) — (135246) — 0;
(125134) — (124135) — 0
T125%346 — T135T246 — (125346) — (135246) — 0
T125%356 — T135Ta56 — (125356) — (135256) — 0;
( ) —( ) =0
( ) — ( ) =0
( ) —( ) = 0;

T124T356 — T135T246

T125%134 — 1247135

134256 135246
134356 135346
136145 135146

T134%256 — T135T246
1347356 — L135T346

T136T145 — T135T146
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T136T235 — T135T236 — (136235) — (135236) — 0
T136T245 — T135T246 — (136245) — (135246) — 0;
T145T935 — T135T245 — (145235) — (135245) — 0
T145%236 — T135T246 — (145236) — (135246) — 0;
T146T235 —135 T2 > (146235) — (135246) — 0;
T146T236 — T136T246 — (146236) — (136246) — 0;
T146T245 — T145T46 —> (146245) — (145246) — 0;

To36To45 — TozsTags — (236245) — (235246) — 0;

Tos56T346 — T246T356 — (256346) — (246356) — 0;

Iy= ($12493256 — 1257246, £124T346 — L134L346, L124L356 — T135L246, L1250134 — L124L135,
T125T346 — L135L2465 L12L356 — L135L2565 L134L256 — L135L246, L134L356 — L135L346,
L136T145 — L135L1465 L136L235 — L135L236, L136L245 — L135L246, L145L235 — L135L245;
L145T236 — L135L2465 L146L235 —135 L246, 1462236 — L136L246, L146L245 — L145L246,

T236L245 — L235X246, L256L346 — $246$35)-
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Ci proponiamo adesso di studiare l'ipersimplesso A(3,5), essendo
A(3,5) =conv{e;+ej+e:1<i<j<k<b5}.

Proposizione 7.7 La base di Groebner G per A(3,5) non & ne lessicografica ne
lessicografica inversa.
Prova.
Le relazioni ottenute dalla teoria di eliminazione delle basi di Groebner, sono soltanto

due binomi e precisamente

L1252134 — L124L135, L145L235 — L135L245

Poiche © monomi iniziali sono coprimi, l'insieme dei due binomi & una base di Groeb-
ner per l’ideale torico di A(3,5), dove:

A(3,5) =conv{e;+ej+ep 1 <i<j<k<b5}.

Che essa non sia ne lessicografica, ne lessicografica inversa deriva dalla struttura dei
monomi iniziali T194135 >jer T125T134. Per il revlex, T135To45 > T145%035. Per trovare
la base di Groebner lessicografica, noi dobbiamo solo calcolare la S - coppia S(f1, fa),
J1 = T125T134 — T134T135, f2 = T145T235 — T135T245

Essendo in. f1 = T124%135, 1N« fo = T135T245 otteniamo:

S(fb f2) = T124f2 — Tous f1 = 1241457235 — Tou5T125T134 = [3

S(f2, f3) = T135 f3—T145T235 f1 = T135T245T125T134— T145T235T 1257134 = I125$134($135$245—
5(,’1451'235) = 1’1251'134f2 — O, modulo fg.]noltre:

S(fe, f3) — 0, dal momento che ged(in< fa,in f3) = 1.

Abbiamo cosi ottenuto la base di Groebner lessicografica { f1, fa2, f3} per Uordinamento
delle variabili

T123 > T124 > T125 > T134 > T135 > T145 > T234 > T235 > T245 > T345-

Dal momento che in.__ (f1) = x1047135 € in<,., (fa) = T135T245, la precedente base di

Groebner lessicografica non & una base di Groebner lessicografica inversa.

1l precedente risultato puo essere generalizzato dal sequente:

Teorema 7.8 La base di Groebner G per A(3,n),n > 6, non é ne lessicografica
ne lessicografica inversa.
Prova. Il corrispondente ideale torico 14 & il nucleo dell’omomorfismo di K- algebre
klzije, 1 <i<j<k<n|— Klzy,...,z,|,N = (’;), Tijk > TTjTk.
Ogni variabile x;j, appare in alcuni termini iniziali, pertanto G non puo essere
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lessicografica inversa. Le sei variabili x193, To34, T345, Tas6, T126 appaiono solo in ter-
mini iniziali, pertanto esse possono venire prima in un possibile ordinamento lessicografico.
Sia X Uinsieme di altre N - 6 variabili. L’ideale di eliminazione I, N K[X] ha una
base di Groebner indotta G N K[X]| = {, To56T346 — L246L356, }

Osserviamo che le variabili x195, X134, ..., X356 appaiono in qualche termine trailing e
dunque non possono essere le variabili successive in un possibile ordinamento lessicografico
dei termini. Questo mostra che la base di Groebner per lipersimplesso A(3,n) non é

ne lessicografica ne lessicografica inversa.
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