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costruzioni geometriche.
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L’evoluzione storica delle coniche, dalle origini Ba rappresentazione
digitale

Lo studio teorico e pratico delle proprieta deltsmiche trova contributi fin
dai tempi antichi delineando, nel corso dei sedliersi approcci culturali
che tracciano momenti salienti dell’evoluzione depensiero
geometrico/matematico. Risulta affascinante osservahe I'interesse
profuso in questo campo di indagine ha delineato aspetti legati alla
concezione e alla generazione delle linee curveudeEmdone le proprieta
intrinseche.

| primi apporti risalgono al periodo ellenisticogeometri e i matematici
greci (Eudosso, Menecmo, Aristeo, Euclide, Archimedefiniscono la
curva conica come sezione di un cono (acutangokytome rettangolo,
orthotomq ottusangoloambliytomg e sono loro ad introdurre il termine di
sezioni conichk Le restrizioni imposte sulla natura del cono faacipio
inteso solo circolare) e sulla posizione spazialel giano secante
(esclusivamente perpendicolare ad una generatriee abno) sono
brillantemente generalizzate da Apollonio Pergeergwe il 200 a.C.), nel
suo trattatoSezioni Conichen otto Libri. Quest’ultimo suggerisce i nhomi,
oggi ampliamente conosciuti, di “ellisse”, di “ijpme” e di “parabola”
dandone un esaustivo assetto tedric&gli, pur riuscendo a pensare che

1 Dalle notizie riportateci dagli studiosi della geodella Matematica, le sezioni coniche (inserite
nella categoria dei “luoghi solidi”, poiché nellpazio geometrico come sezioni di un volume) sono
probabilmente introdotte tra il 360-350 a.C. daltphico Menecmo. Si riconosce al geometra greco
il merito di aver scoperto le coniche, spinto dadlaluzione del notdProblema di Delodella
duplicazione del cubo. Euclide ed il contemporaAeisteo introducono scritti sui “luoghi solidi”,
mentre il siracusano Archimede affronta il temal@l@oniche interessandosi al calcolo delle loro
aree Quadratura della parabolp

2 Fu con l'opera in otto libri delle Coniche di Apmhio di Pergeo (verso il 200 a.C.) che la
trattazione delle coniche raggiunge il pil altoelio di generalita nell'antichita. E Apollonio,
probabilmente, a mostrare per la prima volta cheoilo circolare sezionato poteva essere qualsiasi
(retto od obliquo) e a due falde, a concepire inpidi sezione comunque inclinati rispetto alla
direttrice della quadrica. Studia e descrive alcdei piu importanti elementi quali: i diametri
coniugati, gli assi, le tangenti e gli asintotpali e le polari, similitudine tra coniche. | nomelle
coniche non degeneri, da lui coniati, rappresentatattamenti di termini precedentemente usati,
forse dai pitagorici, nella soluzione di equazidnsecondo grado mediante I'applicazione di aree. |
termine parabola che significa “confrontare”, & usato quando uttarggolo di area data viene
adagiato su un segmento dato in modo che l'areaeatiglngolo e I'area del quadrato di lato tale
segmento siano uguali; il termiredlipsis, che significa “difetto”, indicava che il rettarigodato
differisce dal quadrato per difetto di un quadratdine, hyperbola che significa “eccesso”, indica
il caso in cui il rettangolo differisse dal quadragter eccesso di un quadrato. Soltanto i primi oat
libri delle Conichefurono editi a stampa a cura di G.B. Memo a Venerll537. | libri V, VI, VII
furono scoperti soltanto nel XVII secolo e pubbtiacura di Giovanni Alfonso Borelli (Apollonio,
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esistesse un collegamento tra i tre tipi di curaetiCipando di circa 1800
anni il “Principio di continuita” del tedesco JolmaiKeplero), tuttavia fa
derivare tutte le sezioni coniche da un cono atilice circolare, piuttosto
che generalizzare ad un qualsiasi cono quadiritoa le sue importanti
dimostrazioni e proposizioni € da annoverare laudexhe che qualsiasi
curva a punti reali, rappresentata da un’equazdreecondo grado, si puo
ottenere come sezione di un cono circolare. NelLibro disquisisce del
notolocus ad tres aut quatuor lineaampliamente discusso da Euclide fino
a Newton (nel trattatoPrincipia), apportando elementi risolutivi al
problema, allora irrisolto, di descrivere una caengeterminata da cinque
punti.

Quest’'ultima questione e ripresa ed ampliata coovawitalita soltanto
in epoca tardo ellenistica, intorno al 320 d.C.| detematico Pappo di
Alessandria nel trattatG@ollezione(Libro VII)5, che stendera le basi per la
moderna geometria proiettiva e in particolar moéo ipTeorema di Pascal
(1640) (su un esagono inscritto in una conica) e jpeTeorema di
Brianchon (1806) (su un seilatero circoscritto ad una cofic®appo

1661). Per un maggiore approfondimento sui terrsinieda: C.B. BoyerStoria della Matematica
Oscar Saggi Mondadori, Milano 1980, pp. 170-185. €tesci,Le curve celebri — Invito alla storia
della matematica attraverso le curve piane piu a€faanti Aries Ed., Padova 1998, pp.69-79. In
riferimento ai modi di disegnare la linea curvatttia con tratto continuo mediante la “regola del
filo”, sono da attribuire ad Apollonio i primi swppi applicativi, poi in seguito nel Cinquecento
codificati in regola. Sull'argomento si veda: O.r&mga, La forma ovata in architettura —
rappresentazione e geometri@dUEN Ed., Napoli 1997, pp.11-17.

3 Una retta, dettayeneratrice la quale, passando sempre per un punto propstip dertice si
appoggi con continuita ad una curdaettrice conicanon degenere (ellisse, parabola, iperbole,
circonferenza), il cui piano non contenga il vesticicesi conauadricq costituito da dudalde
simmetriche indefinite.

4 “Luogo geometrico rispetto a tre e quattro rettéate tre rette (o quattro rette) giacenti in un
piano, trovare il luogo geometrico di un punto ahenuove in modo che il quadrato della distanza
del punto da una di queste rette sia proporzioahjgrodotto delle distanze dalle altre rette (d, ne
caso di quattro rette, il prodotto delle distanzdled altre due), dove le distanze vengono misurate
secondo angoli dati rispetto alle rette. Sulla goeg, assai dibattuta nella storia della matenaatic
della determinazione di conica dati cinque puntipofonio suggerisce degli elementi che
riconducono la questione geometrica delle tre dtguaette ad un caso particolare (come dimostra
il matematico H. G. Zeuthen), nell'ipotesi in cuuel di esse siano fra loro parallele. Per un
maggiore approfondimento sui termini si veda: GrikpStoria delle Matematiche — Dall’alba della
civilta al tramonto del secolo XIXI Ed., Hoepli Editore, Milano1950, pp. 58-66.

5 Pappo considera il problema del “luogo geometrispetto a tre o quattro rette” (oggi noto come
il “problema di Pappo”) estendendo la questionecabko di sei rette giacenti in un piano,
determinando cosi una curva sezione conica taleilcheodotto delle distanze da tre delle rette
abbia un rapporto fisso con il prodotto delle digdelle altre tre.

6 le proprieta grafiche dimostrate dal Pascal e dahrghon sono riferite ad un cerchio, ma
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formula, probabilmente per la prima volta nel moradico, le proprieta di
“fuoco”, “direttrice” ed “eccentricita” per le trgpecie di sezioni coniche,
introducendo un nuovo modo di definire il luogo gesdrico, divenuto tanto
familiare nelle impostazioni seicentesche del matigo tedesco Johannes
Keplero.

Un forte interesse geometrico-pratico alla forméttieda lo ritroviamo
nell’architettura civile romana nella realizzaziotegli anfiteatri, anche se,
ancora oggi, e dibattuta la natura, ellittica oleyael profilo perimetrale
tracciato dagli agrimensori latini.

Seguono una serie dommentatorilcome li definisce il Lori§ durante
il periodo di dominazione romana (Proclo, Eutockmtemio), e, piu tardi
nei secoli IX-XI, ditraduttori dal greco all’arabo ad opera di matematici
arabi e bizantini (al-Khuwarizmi, Thabit ibn-Qurra)dall’arabo al latino,
dal XllI fino allepoca rinascimentale ((in Europ@n® da ricordare, in
ordine temporale: l'inglese Adelardo di Bath, idésco Giovanni Muller,
meglio conosciuto come il Regiomontano, gli italiaGherardo da
Cremona, Federico Commandino e Francesco Maurolid@® loro
testimonianze poco aggiunsero di rilevante allddraone delle coniche, ma
permisero di tramandare parte delle opere inestimadme gli Elementidi
Euclide e leConichedi Apollonio, pietre miliari per 'impostazione teoa
moderna.

Parallelamente, va evolvendosi e gradatamente naffiedosi la
Prospettiva come fondamento teorico della pittura e si rafforia
considerazione che le coniche sono proiezioni edirdr un circold.

Il rinnovato interesse sulle nostre curve si mastidecon vivacita nel XVI
secolo con I'esponente originale tedesco Johannes&Y (1468-1528) che
rivisita il “modo” di costruire la parabola sul pi@ con riga e compasso.

Fin dagli inizi del Rinascimento la conoscenzaeelbniche e delle loro

possono estendersi alle coniche perché invariantetiive. Il Teorema di Pascal € poi generalizzato
da August Ferdinand Md&bius (1847): posto che uigpalo con 4 + 2 lati sia iscritto in una conica,
si prolunghino i lati opposti fino a che si secana2n + 1 punti. Ser2di questi punti si trovano
sulla stessa retta, allora anche l'ultimo puntwaia su di essa. Per un approfondimento sui tebrem
suindicati si vedano: G. Castelnuouaezioni di Geometria analiticaEd. Dante Alighieri, Roma-
Milano 1909, pp. 428-430; R. MigliariGeometria descrittiva Vol.1 — Metodi e costruzioni
CittaStudi Edizioni, Novara 2009, pp. 306-309.

7 G. Loria, Storia della Geometria Descrittiva dalle originingi ai giorni nostrj Ed. Hoepli,
Milano1921, pp. 191-209.

8 primo a scrivere il trattato completo sulla ppettiva con I'impostazione teorica, sia pure in

forma embrionale, dell’odierna geometria descrétifu L.B. Alberti, intitolato De perspectiva
pingendi(1470-1480).
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specificita fu coacerva di studi legati ai fenomeniici (gia osservati e
studiati da Euclide), geodetici ed astronomici, oleéproseguo maturano in
opere di notevole importanza per la scienza matematgeometrica.

Contribuisce ad aggiungere un tassello di conoscéntedesco Johann
Keplero (1571-1630) che, nel corso delle sue rivercsull’ottica,
sull’astronomia e sulle proprieta degli specchigialici, si dedica con
interesse alle sezioni coniche discostandosi dapostazioni concettuali di
Apollonio.Tra le sue idee significative al presestedio si ricordano: le
orbite dei pianeti ellittiche e il termine “fuoc@bniato con I'accezione oggi
a noi nota. Il matematico, considerando le conicleene distribuite in
cinque specie, tutte appartenenti ad un’unica flenig genere, introduce |l
“Principio di continuita” (dati due punti fuochi ibro movimento lungo una
retta collega geometricamente il cerchio e le tneve celebri.

Se l'ellisse riveste un prestigioso ruolo in astnoma, negli anni trenta
del Seicento, la parabola e applicata in fisica gescrivere il moto di
proiettile secondo le analisi di Galileo Galilei.

In quegli anni si apprezzano accurati studi suglecshi parabolici,
seguiti da cospicue esposizioni sulle proprietdedsézioni coniche e dei
procedimenti per tracciarle ad opera di adeptiiatal di Galileo:
Bonaventura CavaleriLO specchio ustorip Evangelista Torricelli Qe
lineis novig, Vincenzo Viviani Luoghi solid).

Nel secondo trentennio del XVII secolo la cultu@estifica ritrova il
genio creativo in eminenti personalita francesi degnarono passaggi
cardine dal pensiero geometrico a quello matemadiaitico.

Uomini di spicco che ragionano sulle coniche, tfautori del cosiddetto
Rinascimento matematicosono il filosofo matematico René Descartes
(Cartesio, 1596-1650), l'avvocato Pierre de Fermét601-1665),
I'ingegnere-architetto militare Girard DesargueS93-1661) e i suoi allievi
Blaise Pascal (1623-1662) e Philippe de la Hiret(t6718).

Il primo introduce la rivoluzionaria filosofia e ienza cartesiana che

9 «Dalla sezione conica formata semplicemente da @i rintersecantisi, nella quale i due fuochi
coincidono con il punto di intersezione, si passadgalmente attraverso un numero infinito di
iperbole via via che un fuoco si allontana sempi& gall’altro. Quando un fuoco é infinitamente
lontano, non si ha piu liperbole a due rami, ma parabola. Quando il fuoco, continuando a
muoversi, passa al di la dell'infinito e torna adhacinarsi dall’altra parte, si passa attraverso un
numero infinito di ellissi fino a che, quando i o tornano a coincidere, si raggiunge il cerchio
C.B. Boyer,Storia della MatematicaOscar Saggi Mondadori, Milano 1980, p. 373. Ladehe la
parabola abbia due fuochi, uno dei quali all'infmié dovuta a Keplero. Gli elementi all’infinito
verranno generalizzati, circa venti anni dopo, agkometria di Desargues.
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elabora i fondamenti e i principi della geometriaaltica partendo dal
patrimonio umanistico ereditato e sulla scorta @eogressi dei suoi
predecessori, quale ad esempio il suo connazidfiate.

Di nostro interesse, in quest’ambito, risulta uredlaltre appendici del
suo trattatdiscours de la méthod&eométriee, in particolare il 1l Libro.
Il matematico ragiona sulla predetta problematied Idcus ad tres aut
guatuor lineagiformulando il problema con otto o piu rette.

Da notare che Descartes non studia questi casinglenaccento sulla
forma geometrica delle tre curve celebri, ma besisiconcentra sulla
determinazione dei mezzi necessari per descriverestésse secondo i
principi cartesiani (ordinate corrispondenti adisse note).

Dalle sue rigorose osservazioni, discostandosi eddle classiche
categorie di luoghi (“piani”, “solidi” e “lineari”) scaturisce un’elaborazione
precisa di una classificazione di problemi geonasetisolti con 'ausilio di
curve caratterizzate da equazioni di qualsiasi gr&gli distingue le curve
algebriche in “geometriche”, le quali possono essetracciate
“esattamente”cioé quelle che portavano ad equazioni di secondmlay
(rette, circonferenze, cissoide e concoide) e que&he portavano ad
equazioni di terzo e quarto grado (coniche), enme€caniche”, cioe quelle
che portavano ad equazioni di quinto o sesto gr@gadratrice, spirale,
etc.). In quest’ultima categoria inserisce le euftrascendenti” ovvero
guelle che, usando il suo termine, vengono traeciaesattamenté®.

Ad avvalorare gli studi di Descartes si interesgantat con il trattato
Introduzione ai luoghi (il manoscritto dellopera fu antecedente alla
pubblicazione Géométriedel collega). Nel capitolo sulla “Soluzione di
problemi solidi per mezzo di luoghi” scopri lo fesmetodo, sottolineando
che equazioni determinate di terzo e di quarto @nqaatevano risolversi per
mezzo di coniche, curve del secondo ordine. Sughugeometrici esprime
anche un metodo chiamaté@letodo per trovare i massimi e i minimi
definendo le coniche con un’equazione dalla fornrax)} (se n & positivo si
descrivono “parabole di Fermat”, se n & negatiy®tboli di Fermat”).

In quegli anni i metodi analitici e la teoria daimeri affascinarono le
menti di studiosi e cultori della materia, tante@adlprogressi si registrano in
matematica offuscando le innovazioni nella georagttira grafica.

10 (...] non possiamo ammettervi linee che sono simitbade, cioé che diventano ora dritte e ora
curve, per il fatto che, non essendo noto il ragpagsistente tra le rette e le curve (ed anzi, come
ritengo, non potendo essere conosciuto dagli ugmimessuna conclusione basata su tale rapporto
potrebbe essere esatta e cexta&C.B. Boyer,Storia della MatematicaOscar Saggi Mondadori, p.
393.
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Non trascorre molto tempo quando un ingegnere-tetthi militare decide
di dedicarsi con totale impegno alla teoria debbaiche. Mosso da esigenze
di tipo pratico, legate alla professione che svplgelionese Girard
Desargues (1639) basa i suoi presupposti teoritinspianto prospettico
rinascimentale e sul, gia citato, principio di dantta espresso agli inizi del
secolo da Keplero.

Fu il primo che, partendo dalla definizione di camcome proiezione del
cerchio, ne deduce una teoria proiettiva unitanih ebegante dal titolo
Brouillon projet d’'une atteinte aux événemens dagontre d’'un cone avec
un plan che segna una direzione inedita e originale tisp&lla geometria
metrica di Apollonio, di Descartes e di Feriiat

Come spesso accade per le scoperte rivoluziondromntesto storico-
culturale che descrive I'evoluzione del concette@alica é rappresentato da
isolate brillanti esperienze di uomini studiosi cin@nostante elaborassero
originali e vantaggiose vie risolutive, sostenevana fatica le proprie idee.
E, appunto, il caso di Desargues che deve imbatiarsuna radicata
mentalita analitico-algebrica che con diffidenzacaglie e accetta i suoi
metodi proiettivi, ritardando di mezzo secolo lanma conoscenza della sua
geometria proiettivi®. Si cita un suo celebre teorema duale per costruir
una conica determinata da cinque condizioni: «Ua&versale sega una
conica, e le coppie di lati opposti di un quadrdogscritto, in coppie di
una stessa involuzione» (Castelnuovo ezioni di Geometria analitica
1909, p. 432), che sintetizza concetti di: “polo”“molare”, “divisione
armonica”, “involuzione” e punti “coniugati”’, tangg alla conica da un

11| a traduzione del titolo*Prima stesura del tentativo di studiare gli effiettell’incontro di un
cono con un piano” Desargues introdusse in maniera rigorosa gli efgimall’infinito, studiando
analogamente un fascio di piani passanti per untquimito o infinito. Estese la definizione di
cilindro ad un cono con il vertice all'infinito el dascio di rette parallele ad una famiglia di eett
tutte passanti per un punto all’infinito. Conio dwirmini originali, alcuni andati in disuso: la
sezione conica la definisamup de rotuleau(“colpo di matterello”),involuzioneper indicare le
coppie di punti di una retta le cui distanze dgunto fisso hanno un prodotto costante.

1250n0 gli allievi: il francese Philippe de la Hiiedanese Frans van Schooten, il francese Amedée
Francois Frézier e I'olandese Johan De Witt a diffiere la sua dottrina geometrica Il francese
Philippe de la Hire fu il primo ad investigare lee tcurve utilizzando larasformazione piana
omologica (con centro, asse e retta limite) che muta umeonferenza nella curva del secondo
ordine. Si veda: G. Lorigstoria delle Matematiche — Dall’alba della civil&l tramonto del secolo
XIX, Il Ed. Hoepli, Milano1950, p.538. Mentre all'oldese Johan De Witt si deve il termine di
direttrice in rapporto al fuoco, gia precedentemente conoschel suoElementa curvaruntratta di
varie definizioni cinematiche e planimetriche ded#lezioni coniche. Si veda: C.B. Boyetoria
della MatematicaOscar Saggi Mondadori, Milano 1980, p. 428.
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punto finito o infinito, punti di contatto, “quadrgolo completo®s,

Sulla scia proiettiva appena tracciata, nel 164@iavanissimo Blaise
Pascal pubblica ukssay pour les comiquépoi piu estesamente formulato
in Opera completa sulle conichehe conteneva una proposizione definita
dall’autore mysterium hexagrammaticyunoggi noto come ilTeorema di
Pascal nel quale affermava:Se un esagono semplice e iscritto in una
conica, le intersezioni delle tre coppie di lati pmsti stanno sopra una
stessa retta (detta “di Pascal”); e viceversa, seun esagono semplice si
verifica l'ultima proprieta i vertici di esso appangono ad una stessa
conica, che pud anche degenerare in due sef@astelnuovo GlL.ezioni di
Geometria analitical1909, p. 429%.

Nella seconda meta del XVII secolo, per circa unos® il progresso
dell'analisi matematica portd ad una “aritmetizoad” delle sezioni
coniche, sia pure definite sulle impostazioni ptibve di Descartes, ma
abbandonando i concetti geometrici. La teoria dellgve si esplicava
secondo i principi cartesiani e si tendeva a aeraire le sezioni coniche
“assolutamente”, cioe avulse dal cono, come luogopdinti in un sistema
cartesiano le cui coordinate soddisfano un’equazidnsecondo grado in
due variabili Tractatus de sectionibus conicidohn Wallis, 1617-1703).

Nel 1687 nel I Libro dePrincipia, I'inglese Newton dedica la IV e la V
Sezione alla teoria delle nostre curve e, descduda conica determinata
da cinque tangenti, dimostra la generazione delilavac come inviluppo
delle rette che congiungono i punti corrispondetiti due punteggiate
proiettive. Originali e desueti sono gli studi coittd dal francese Amedée
Francois Frézier (Fig. 1) che, sotto I'impulso deléoria di Desargues e di
Clairaut, affronta la trattazione delle curve a gi@pcurvatura intendendole
definite dalla proiezione parallela o centrale dniche su di una superficie
guadrica>.

13 sj indica con “quadrangolo completo” la figura casspa di quattro punti vertici, di cui mai tre
siano allineati, e delle sei rette, lati, che Ingaungono a due a due.

14 || Teorema di Pascatiferito ad un esagono inscritto in un cerchiotrsisporta, in virtd delle
proprieta grafiche dell’esagono invarianti proiedti alle coniche. Correlativo a questo teorema ¢ il
Teorema di Brianchor(1806) che coinvolge un seilatero semplice circittec al cerchio e piu
generalmente ad una conica. Per le interessandéireessgioni e corollari che seguono si veda: G.
Castelnuovol ezioni di Geometria analiticaEd. Dante Alighieri, Roma-Milano 1909, pp.428-432

Il problema é stato affrontato in modellazione madéica per descrivere una conica con accuratezza
tramite tre punti e due tangenti da Riccardo Midgliai veda R Migliari, Geometria descrittiva
Vol.1 —Metodi e costruzioniCittaStudi Edizioni, Novara 2009, pp. 308-309.

15 per un approfondimento maggiore si rimanda a: Mlv&ore, Il ruolo di Amedée Francois
Frézier nella nascita della Geometria Descrittjva Ikhnos, 2010, pp. 27-46.
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Fig. 1 - Esempi relativi alle coniche intese conezisni piane di superfici quadriche. Traité de
stéréotomie di Frézier (1737ezioni conicheTav. 1, Libro I, p. 23.
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Gli anni della Rivoluzione Francese sono propedeadia nuova rigogliosa
fioritura della geometria del XIX secolo, che, giane, lo studioso Carl B.
Boyer definisce I“eta eroica’della geometria. Nellambito di nostro
interesse, un uomo si contraddistingue in Franoi@et il fondatore della
moderna geometria pura: Gaspard Monge. Egli copefa Géometrie

Descriptive 1795 codifica in metodo scientifico il patrimongeometrico

tramandato, per citarne alcuni, da Vitruvio, da &iirda del Monte, da
Clairaut, da Frézié¥.

Negli ultimi decenni del XVIII secolo gli inglesiip di altri (James
Stirling, 1692-1770; Colin MacLaurin, 1698-1746,ncta suaGeometria
organicasulle coniche; Thomas Simson, 1710-1761) recumeransopito
entusiasmo per la matematica antica e progrediscebilmente
nell’esprimere per via sintetica i problemi delkognetria pura.

Seguono in Francia nuovi contributi alla teorialeeloniche dal punto
di vista proiettivo in seguito ai fermenti cultuirall’Ecole Polytechnique,
in principal modo si distinguono in geometria paizge allievi del Monge:
Charles Julien Brianchon e Jean Victor Poncelepriino riformula, nel
1806, in forma moderna e “dual@’il teorema di Pascal (cfr. nota 14),
mentre il secondo fu fautore di importanti metodancetti e proprieta
della geometria proiettiva, introducendo nuovadiaihche alla teoria delle
coniche. Soffermandoci sugli studi del Poncelet) & pubblicazione del
Traité des propriétés projectives des figumsgli introduce per la prima
volta il termine di “omologia” (corrispondenza da thiamataPerspective
rélief) per descrivere la relazione che intercede frafityiere piane di cui
una sia proiezione dell’altra, di “principio di dua” (insieme a Joseph
Diez Gergonne e piu tardi Plucker), di “birapportoimpiega con
sistematicita il punto all’'infinito e immaginariogeneralizza il “principio
di continuitd” del Pascal. Nel trattatbhéorie Générale des Polaires
Réciproquesestende alle coniche e alle quadriche la notaetazione

16 || concetto che sta alla base della nuova geometd curve, come tutti gli enti geometrici,
vengono descritte, nel sistema di riferimento caam®o, a tre dimensioni da una doppia proiezione
ortogonale associata su piani coordinati costituenttriedro solido. Fu in realta Aléxis Clairaut a
introdurre per primo il modo di rappresentare luogieometrici sopra due piani fra loro
perpendicolari nell’'oper®echerches sur les Courbes a double courbure

17 generale “principio di dualitd” puo essere eniato osservando che da ogni proposizione di
Geometria proiettiva piana puo esserne ricavataltra, caratterizzataalla stessa struttura logica
della prima, mediante lo scambio di alcuni termdwfti duali.
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polare (Desargues, De La Hire, J. Poivre, Mobius} ega posizioni del
punto e della retta, formulando, per la prima voitdmetodo delle polari
reciproche?s,

In Germania grazie all'istituzione ddlournal di Crelle molti studi e
teorie scientifiche sulla geometria proiettiva apaia alle coniche, che
scindono le proprieta grafiche da quelle metridn@yano ampi consensi e
geometri quali lo svizzero Jakob Steiner, il tedegon Staudt Geometrie
der Large Geometria di Posizionel847) e litaliano Luigi Cremona
conseguono la notorieta agognata.

Nella prima meta dell’800, sulla base teorica iaiai da Poncelet, il
geometra francese Michel Chasles e il contempordia&ob Steiner fanno
propria la nozione di corrispondenza proiettivaeadendola alla conica,
proiezione di un cerchio. Le curve di secondo ozdpossono riguardarsi
come luogo delle intersezioni di rette corrisportdandue fasci proiettivi,
deducendone, per via sintetica, tutte le proprieta.

Durante il XIX secolo si annoverano interessantiezhanti illustrazioni
ad opera di studiosi e geometri del Politecnicd/ainna, che aggiungono
pagine importanti alla teoria delle sezioni conicke ne citano alcuni per
importanza: Karl Pelz, Emil Kountny, Rudolf Stauldigudolf Niemtschick,
G.A. von Peschka (Fig. 2). Questi affrontano il problema della
rappresentazione delle curve del secondo ordindiastdole come figure
piane, proponendo costruzioni con riga e compagsaome contorni
apparenti di quadriche, determinandole con apprsmrieotomici (riguardo
alle applicazioni spaziali, un contributo di riferento per molti studi in
materia € il notdreorema di Dandel#Y).

18 5j citano due importanti proposizioni legate a gueprieta grafiche proiettive (valgono anche le
considerazioni duali): $e di due rette la seconda passa per il polo detima, la prima passera
per il polo della seconda; le due rette diconsi itmyate, o reciproche, rispetto alla coniealLe
tangenti ad una conica uscenti da un punto toccén@onica nelle intersezioni di questa colla
polare del punte, Castelnuovo GLezioni di Geometria analitical909, pp. 405, 407.

19 per un maggior approfondimento si rimanda Loria, Storia della Geometria Descrittiva dalle
origini sino ai giorni nostrj Ed. Hoepli, Milano1921, pp. 345- 356- 503.

20 yna sezione conica non degenere, figura consalemne ottenuta dalla intersezione di un piano con
un cono, possiede una o due “sfere di Dandelirdttenizzate dalla proprieta che una “sfera di Déntle

€ tangente sia del piano che del cono e il punitquede una sfera tocca il piano € un fuoco deddane
conica.
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CPelz. Fber die Bestimmuny derdacn ccl:

Fig. 2 - Tavola sinottica di costruzioni di coniclietese come figure piane prodotte dalla
proiezione centrale di una circonferenza. Pelz 1872, Uber die Bestimmung der Axen von
Zentralprokekzionen des Kreises, Westnikkralovskéceské spolénosti nauk v PrahePraha.

Sulla scia di Desargues, De La Hire, Poncelet, @thuvon Peschka, dagli
ultimi trent’anni dello scorso secolo, presso laétedre di Disegno della
Facolta di Ingegneria Universita di Palermo (dovelgo attivita di ricerca),
si € intrapreso un filone di indagine nel campoc#pm delle applicazioni
di geometria descrittiva, atto ad individuare metodie sintetiche tramite
considerazioni omologiche. La risoluzione di prabiecomplessi di
rappresentazione che, con i metodi tradizionalhiedono lunghe ed, a
volte, imprecise costruzioni affidate a curve dpaggio o di inviluppo,
trova nel “metodo omologico” una pratica quasi seanpiu snella e
dinamica.

Gli intensi studi condotti da Michele Inzerillo ealdsuo team hanno
efficacemente dimostrato che sul versante grafitgyrocesso teorico
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dellomologia introduce semplificazioni  determingnt talvolta

imprevedibili; la via omologa possiede una potelitdaancora da
sviscerare ed una elevata versatilita di suppgartb poter rispondere a
molteplici quesiti pratici della Geometria del Dgg® costituisce
certamente un motivo stimolante per conoscere qiicgre I'omologia

con vantaggio e con eleganza, secondo articolazatrimenti meno
abbordabili.

Dall'ultimo quarto del secolo scorso ad oggi, laotuzione informatica
apportata dagli strumenti tecnologici digitali hen@iato le potenzialita
grafiche nella soluzione e nella investigazione pieiblemi classici della
geometria descrittiva. Si e registrato un’interessaevoluzione ed una
trasformazione nelmodus operanditanto che gli studiosi avvertono
I’esigenza di rinnovare I'insegnamento della difioig per un approccio ad
una geometria descrittiva attuale che trovi nuawad generatrice nell’era
informatica. Nuovi interessanti contributi in questlirezione sono stati
prodotti, in particolare, da Riccardo Migliari eldaio team dell’'Universita
degli Studi di Roma “La Sapienz&’

In ambito informatico, Il'avvento di software dedica alla
rappresentazione computerizzata ha ampliato leilpibss di investigazione
delle forme di oggetti spaziali, analizzandone pieta e relazioni
reciproche ed ha semplificato notevolmente I'elazayne grafica, la
rapidita di esecuzione, I'iterazione di procesaipkecisione e la sicurezza
dei risultati.

In aggiunta alla panoramica di comandi atti a diseg, controllare e
modificare un qualsiasi ente geometrico, altra poidita, nuova rispetto
alle tecniche strumentali tradizionali, risiede lagpossibilita di “creare”
comandi sperimentali (con linguaggi di programmaeioscripting) che
permettano di ampliare i campi di indagine geornsetsulla base del
patrimonio tramandatoci.

21 Michele Inzerillo, Professore ordinario di Fondartiee Applicazioni di Geometria descrittiva
all’Universita di Palermo Per un maggiore approfomehto si vedano: M. InzerilloFondamenti e
Applicazioni di Scienza della Rappresentazione -erfzetria del Disegno — Prospettiv®alermo
2008; R. Filosto, M. InzerilloContributo del’omologia nella rappresentazione fjca, Collana di
studi dell'lstituto di Disegno della Facolta di legneria di Palermo, Palermo 1974; G.M. Catalano,
Inediti sulle conichePalermo 1988.

22 professore ordinario di Fondamenti e Applicazidini Geometria descrittiva alla “Sapienza”

Universita di Roma. Si veda: R. MigliarGeometria descrittivaVoll.1-2, CittaStudi Edizioni,
Novara 2009.
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Rapporto tra la proiettiva e il metodo omologico

La storia della Geometria non evidenzia una ricent@sa a individuare un
rapporto fra la proiettiva e il metodo omologicoli &viluppi delle risorse
del metodo omologico forniscono un cospicuo nungiroonsiderazioni di
supporto alla trattazione generale di tutte le otatiche grafiche della
Geometria Descrittiva.

Tralasciandone la genesi spaziale, si intende«openologia piana una
collineazione (“omografia”’), non identica, fra i d@u piani stessi
sovrapposti, in cui sono uniti tutti i punti di umatta e tutte le rette di un
fascio; la retta, luogo di punti uniti, dicesi asseé omologia, ed il punto,
centro del fascio di rette unite, dicesi centroodnologia»(Castelnuovo G.,
Lezioni di Geometria analitica 1909, p. 341) Valgono le proprieta
fondamentali che punti corrispondenti in una omaogpno allineati con il
centro e rette distinte corrispondenti si seganbeasse.

L’'omologia, che non é alternativa alla proiettiggneralmente, offre vie
risolutive piu semplici, prevedibili e controllabilComparativamente, la
facile operativita omologica e sperimentabile,dutsempre, all’interno del
campo grafico. L’'omologia traccia nuovi percorsefarenziali, di cui non si
pud non tenere conto, specialmente quando si é gngie a costruire
immagini dotate di alto valore documentario.

Questo studio propone un’inedita via risolutiva fercostruzione di una
sezione conica di cui siano noti cinque p&inti

Dal notoTeorema fondamental@ Steiner e Chasles, la generazione di
una conica determinata da un numero sufficienteodidizioni (quando si
conoscono cinque dei suoi punti, di cui tre mainakti o cinque tangenti
oppure tre tangenti e i suoi punti di contatto sodue di esse) mediante
forme proiettive € eseguibile per punti, tramiteedasci proiettivi, 0 per
tangenti, tramite due punteggiate proiettive. Na&sa in cui si conoscono
cinque dei punti della conica, il teorema recitaic&una curva di secondo
ordine (reale) pud sempre riguardarsi come luodte detersezioni di rette
corrispondenti in due fasci proiettivi, i cui censiano due punti generici

23 Ringrazio sentitamente i professori Michele Inkterie Pietro Pizzurro, Docenti di Disegno
presso il Dipartimento di Rappresentazione dellaoka di Ingegneria di Palermo, per i preziosi
suggerimenti e per il costante supporto allo swoigito della ricerca.
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della curva». (Castelnuovo GLezioni di Geometria analitica 1909,
p. 427).

La predetta metodologia per fasci proiettivi nomnpette di definire gli
enti geometrici della conica (centri, diametri, @er tangenti, elementi
coniugati, fuochi, vertici, asintoti, assi, etcipoltre, rispetto al campo
grafico, bisogna evidenziare che la via proiettdiaSteiner offre sovente
difficolta di elementi disponibili nel campo.

Per superare queste limitazioni operative, datqeepunti della curva
da costruire risulta necessario determinare saltamdchi suoi punti
opportunamente scelti, sufficienti per individuagkementi caratteristici
(una corda o un diametro e le tangenti agli estrelae coppie di corde
parallele, etc.) che permettano di procedere onicékrgente. Si puo
procedere impostando un’omologia con centro e pesgri 0 un’omologia
affine ortogonale o ancora un’omologia affine obhg facendo
individuare una corrispondenza biunivoca fra tutpunti del piano che
contiene la conica (ellisse, parabola, iperbole) qaelli di un altro piano
al predetto sovrapposto ma non coincidente sul euglace una
circonferenza.

Costruzione di una conica ellisse:
Applicazione del Teorema di Steiner e Chasles

Dal Teorema di Steiner, siano dati i cinque puntiuda conica (dalla
disposizione dei punti assegnati si evince cheasia di una ellisse), A’,
B, C, D, e siano tracciate le rette dei due fasci proietli centriA eA’: b
=A-B,c=A-C,d=A-D,b’=A-B,c’=A-C,d =A-D (Fig. 3).

| punti a due a due corrispondenti comuni alleerettd e c-d’ e alle rette
b-d’ eb’-d appartenenti ai fasci di centhi e A’ generano du@unteggiate
proiettive non sovrapposte che individuano il centkd del fascio
prospettivo ai primi du.

24 || fascio di centroU & prospettivo al fascio di centro A e al fascioceintro A’ perché si puo
passare da elementi dell’'uno ad elementi dell’attva una sola operazione di proiezione e sezione,
mentre i fasci di centrd e A’ sono tra loro proiettivi poiché per passare da fomma a un’altra &
necessario un numero finito di operazioni di pramee e sezione. Come € noto una proiettivita si
ottiene operando almeno due prospettivita.
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Fig. 3 - Costruzione della conica-ellisse dati ciagpunti generici. Applicazione del
Teorema di Steiner e Chas]ateterminazione del centkd del fascio prospettivo ai due
fasci di centriA e A’.

Determinazione di due corde della conica. Verifidalla natura della
conica

Si determinano due purid e F opportuni sfruttando le proprieta proiettive.
Per il centroA’ si consideri il raggio proiettanes parallelo a uno dei raggi
del fascio di centr@, per esempio al raggim (Fig. 4). La retta che unisce
il punto [e’-d] comune ai ragge’-d con U intersecad’ nel punto[d’-e]
comune con il raggi@. Tale punto, unito coA, incontra il raggice’ in E,
nuovo punto della conicay-E é il raggioe, corrispondente d&¢'. Infatti, la
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retta che unisce i punti comuni ai raggid ede-d’ contiene il centro di
proiettivita U. Ancora perA’ si consideri il raggid® parallelo a uno dei
raggi del fascio di centrd, per esempio al raggi@. La retta che unisce |l
punto [f-b] comune ai raggi’-b con U intersecab’ nel punto[f-b’]
comune con il raggid. Tale punto, unito co@, incontra il raggid® in F,
nuovo punto della conicai-F € il raggiof, corrispondente di . Infatti, la
retta che unisce i punti comuni ai raggb edf-b’ contiene il centro di
proiettivitaU. La retta che unisce i punti medi; e M, delle corde parallele
B-A e A’-E della conica, ne contiene il centro, cosi comeetta che unisce
i punti mediM3; e M, delle corde parallel&-D e A’-F della conica, ne
contiene il centro; dunque M-M; interseca laviz- M4 nel centroO della
conica. L’applicazione del metodo delle corde datalverifica, in questo
caso, che la conica da determinare e un’ellissg @i

1[d-e]

Fig. 4 - Costruzione della conica-ellisse dati ciegpunti generici. Applicazione del
Teorema di Steiner e ChaslePeterminazione per via proiettiva dei purii e F
appartenenti alla curva da determinare.
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Fig. 5 - Costruzione della conica-ellisse dati ciegpunti generici. Applicazione del
Metodo delle corde parallele verifica della natura ellittica della curva péan

Costruzione della conica con il metodo dellomokogifine obliqua

Per ogni punto della conica disponiamo del relatiiammetro, per simmetria
rispetto al centro O; per il punto A il diametrcAeO-G. «Se una conica é
generata mediante fasci proiettivi, alla congiungencentri dei due fasci,
considerata in uno di essi, corrisponde, nell’altfascio, la tangente alla
conica nel centro di questo(Castelnuovo G.,Lezioni di Geometria
analitica, 1909, p. 425).
Nella proiettivita dei due fasci di centd ed A’ le U-A e U-A’ sono

tangenti la conica il eA’ (Fig. 6).



PROGETTO ALICE 2011 - 11l . vol. XII «n° 36 Francesco Di Paola 435

Fig. 6 — Costruzione della conica-ellisse dati ci@qpunti generici. Impostazione
dell'omologia affine obliqua avente: la retta delametro A-O-G come asse, la
circonferenzaay di centro O e diametroA-O-G, omologa alla conica da costruire.
direzione del centro di omologia, definito dall&A’ ,.

Nellomologia affine obliqua avente per asse laaeatel diametrdA-O-G,

la circonferenza@di centroO e diametroA-O-G € omologa alla conica da
costruire, della quale sono gia disponibili i puAtiA’, B, C, D, E, F, e i
simmetrici rispetto ad. L’'omologa alla tangentex= U-A’-H alla ellisse
in A’ e, condotta peH, latao= H-A’(, tangente iM’ alla circonferenza
ap. La coppia di punti omologhi\’ e A’y definisce 'omologia (direzione
del centro di omologia, definito dal®-A’ o) e della ellisse si puo costruire
gualsivoglia punto non piu per proiettiva ma per obogia, potendo
avvalersi di questo potente strumento esecutivdensle molteplici
versatilita e potenzialita per determinare tutti glementi notevoli della
conica (assi, diametri e corde coniugate, porzdwmlia conica comprese fra
due secanti o interna al campo grafico, la tangenten punto, la tangente
da un punto proprio o improprio, le interseziora fretta e conica senza
costruirla, verifica della posizione di un puntgpetto alla conica, punti e
rette limiti, ecc.).
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Volendo determinare gli assi dell’ellisse (Fig. %), ricava il diametro
coniugato diA-O-G e mediante costruzione omologica (di asse la ata
diametroA-O-G, direzione del centro definito dall-A’ o) si individuano
gli assi. Si determina con triangoli omotetici biesno S del diametro della
conica (coniugato al diametro della coniéaO-G) corrispondente al
diametro Ro-O-Sy della circonferenza. Si traccia la retta ortogenal
segmentoSy-S per il punto medioMs; si costruisce la circonferenza di
centro il punto di interseziong con l'asse di omologia e di raggio il
segmentaZ-Ms. Per triangoli omotetici, la retta parallela ags®ntoZ-Sy
per il centro della conic® individua il puntoX, sulla circonferenzag
corrispondente dell’estrem¥ dell’asse minore della conica (per simmetria
centrale si conoscé). Per la determinazione della direzione dell'asse
maggiore, si costruisce la retta ortogonale al ikag®-Xo della
circonferenzaap, si determina il puntoJ, corrispondente (secondo la
direzione del centro definito dallah’-A’ o) dell’estremo J dell’asse
maggiore della conica cercato.

Fig. 7 — Costruzione della conica-ellisse dati ciegounti generici. Determinazione del
profilo ellittico e degli assi-K eL-X della conica.
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Costruzione di una conica parabola:
Teorema di Steiner e Chasles

Si voglia riconsiderare la precedente trattaziomariando i dati; per
esempio, si assuma fra essi un punto impropricnd@&dati i cinque punti di
una conica (dalla disposizione dei punti assegsiaésclude che si possa
trattare di

un’ellisse, probabilmente si tratta di una conieagbola o iperbole)A, A,
B, C, e il puntoD improprio. Siano tracciati i raggi dei due fascoigttivi
di centroA eA: b =A-B,c =A-C,b’' =A’-B, ¢’ =A’-C, mentred = A-D e
d’'=A’-D sono parallele, hanno la direzione del pubBtoamproprio. Come
nel caso precedente, la retta che unisce i pumiuco ai raggic’-d ec-d’
individua sulla retta che unisce i punti comunraggib-d’ eb’-d il centro
di proiettivitaU (se si verificasse la necessita di unire pungrmtal campo
con punti corrispondenti e fuori campo, si pud riece ai triangoli
omotetici) (Fig. 8).

e,

Fig. 8 — Costruzione della conica-parabola datgam punti generici. Applicazione del
Teorema di Steiner e Chasld3eterminazione del centtd del fascio prospettivo ai due
fasci di centriA e A’ e determinazione per via proiettiva dei pubte F appartenenti alla
curva da determinare.
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Determinazione di due corde della conica. Verifidalla natura della
conica

Si determinano due purid e F opportuni sfruttando le proprieta proiettive.
Per A’ si consideri il raggioe’ parallelo a uno dei raggi proiettanti del
fascio di centrdA, per esempio al raggio. La retta che unisce il punfe’-

c] comune ai ragge’-c con U intersecac’ nel punto[e-c’] comune con il
raggioe. Tale punto, unito co@, incontra il raggioe’ in E, nuovo punto
della conica; il segmentA-E appartiene al raggie, corrispondente de’.
Infatti, la retta che unisce i punti corrispondezgmuni ai ragge’-c ede-c’
contiene il centro di proiettivitd). Ancora perA’ si consideri il raggid’
parallelo ad uno dei raggi del fascio di centroper esempio al raggio La
retta che unisce il puntd’-d] comune ai raggi’-d conU intersecad’ nel
punto [d’-f] comune con il raggid. Tale punto, unito coi\, incontra il
raggio f’ in F, nuovo punto della conica; il segmendeF appartiene al
raggiof, corrispondente dfi'. Infatti, la retta che unisce i punti comuni ai
raggif-d edf-d’ contiene il centro di proiettivitd. La retta che unisce i
punti mediM; e M, delle corde parallel€-A e A’-F della conica, ne
contiene il centro, cosi come la retta che unisgenti mediM3; e M, delle
corde paralleleA-B e A’-E della conica, ne contiene il centro. Dunque la
retta che passa per il segmeiMa-M; interseca la retta del segmeri-
M4 nel centroO della conica, e, poiché le direzioni diametraéir; date dai
segmentiM-M, e M3-M, risultano parallele, il centr® €& improprio e la
conica e una parabola (Fig. 9).

Costruzione della conica con l'applicazione dell'olmgia affine obliqua

Per ogni punto della conica disponiamo del relatdrametro, che ha la
direzione diO, ovvero del punto impropri®; per A il diametro &l = A-D

e perA’ é d = A-D. Valgono le considerazioni proiettive del caso
precedente e quindi, nella proiettivita dei duecfak centroA edA’, i raggi
U-A e U-A’ sono tangenti alla conica ih ed A’ e coniugate ai relativi
diametrid e d’; la cordaC-M-N, parallela alla tangente k', & coniugata
alla direzioned’, asse di simmetria obliqua (Fig. 10). Nell'omolagiffine
obliqua avente per asse la retta della caZdel-N, la circonferenza, di
centroM e diametraC-M-N e omologa alla conica da costruire, della quale
sono gia disponibili i punth, A’, B, C, D, E, F, e i simmetrici rispetto d’
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Fig. 9 — Costruzione della conica-parabola datguai punti generici. Applicazione del
Metodo delle corde parallele verifica della natura della curva piana.
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Fig. 10 — Costruzione della conica-parabola datiqae punti generici. Impostazione
dell'omologia affine obliqgua avente: la retta delamietro A-O-G come asse, la
circonferenzaa, di centro O e diametroA-O-G, omologa alla conica da costruire.
direzione del centro di omologia, definito daf&A’ ,.
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con l'obliquitaC-M-N. Si dispone ancora dei punti simmetrici dei prédet
rispetto al diametral con obliquita parallela all&J-A; si puo procedere
indefinitamente secondo le simmetrie oblique. MNa&flblogia relativa alla
ao, adA’ corrispondéAy’ e aD, improprio, corrispond®y; in K si ricava |l
centro dellomologia. Volendo puo utilizzarsi lattee limite tangente alla
circonferenza irDg con la direzione dell’asse di omologiaM-N, essendo
Do un punto limite in quanto che il suo omologo éuinto D impropric.
Mediante I'omologia puo ricavarsi I'asse della fgeoka, la tangente in un
punto, la tangente da un punto, I'intersezioneadekrabola con una data
retta del suo piano, ecc.

Costruzione di una conica iperbole:
Teorema di Steiner e Chasles

Dal Teorema di Steiner, siano dati i cinque puntimmk conica (si vogliano
riconsiderare le precedenti trattazioni, variandalati; per esempio, si
scelgano quattro punti ed uno interno ad essi.aDdi$posizione dei punti
assegnati si evince che si tratta di una iperbde)A’, B, C, D, e siano
tracciate le rette dei due fasci proiettivi di qedt e A’: b = A-B, c = A-C,

d = AD, b =A-B,c = A-C,d = A-D. | punti a due a due
corrispondenti comuni alle rette’'-d e c-d’ e alle retteb-d’ e b’-d
appartenenti ai fasci di centAh e A’ generano du@unteggiate proiettive
non sovrapposte che individuano il centro U detiaprospettivo ai primi
due (Fig.11).

Determinazione di due corde della conica. Verifidalla natura della
conica

Con le stesse osservazioni e i procedimenti denipdue casi considerati, Si
determinano due punti opportuni sfruttando le pietar proiettive e il
centro della conica, applicando il metodo delledeoparallele e verificando
che la conica da determinare € un’iperbole (Fig. 12

25 video corso on-linéNettunodi Disegno tenute dal Prof. Michele Inzerillo,oRrssore Ordinario
di Fondamenti e applicazioni di Geometria Desarittall'Universita di Palermo, Lezione 24.
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e'lfh’ /

Fig. 11 — Costruzione della conica-iperbole datigcie punti generici. Applicazione del
Teorema di Steiner e Chaslddeterminazione del centtd del fascio prospettivo ai due
fasci di centriA e A’ e determinazione per via proiettiva dei puBtie F appartenenti
alla curva da determinare.

Fig. 12 — Costruzione della conica-iperbole datigcie punti generici. Applicazione del
Metodo delle corde parallele verifica della natura della curva piana.
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Costruzione della conica con I'applicazione dell'ologia ad asse e centro
proprio

Per ogni punto della conica disponiamo del relatiametro, per simmetria
rispetto al centro O; per il punto A il diametrcA&O-G’ . Nella proiettivita
dei due fasci di centréd edA’ le ta = U-A eta = U-A’ sono tangenti la
conica inA eA’. Si costruisce un’'omologia avente per asse la pssante
per il segmentd’-C, corda della conica e della circonferengaomologa

di centroO, e raggioO,-C; della curva sono gia disponibili i purAi, B, D,
del primo ramo eA’, C, E, F del secondo ramo e ancora i simmetrici
rispetto adO. La rettata-= U-A’ essendo tangente alle due curve omologhe
(ad un ramo dell'iperbole e alla circonferenag) € unita, ovvero ha
'omologa coincidente con se stessa; quindi si dedehe essa deve
contenere il centro dell’'omologia (Fig. 13). Pertadeninare il centro, si
considera la retta tangente al ramo di iperbole nel punt@’ (parallela
alla retta dataa’) che interseca I'asse nel puriio Da quest’ultimo punto si
manda la corrispondente retta tangente alla ciereniza @ nel punto G.
L'intersezione della retta che congiunge i puate G’ e dellata determina

il centro di omologia; dell’ iperbole si pud cosistruire qualsivoglia punto
non piu per proiettiva ma per omologia e determentutti gli elementi
notevoli della conica (gli asintoti, i fuochi, i &ei, I'asse, diametri e corde
coniugate, porzioni della conica, la tangente inpunto, la tangente da un
punto, etc.). Volendo determinare gli asintoti tledrbole, che sono
diametri tangenti la curva nei punti impropri sioputilizzare la retta limite
Y-X secante rispetto al cerchio e direzione dellads®@mologia C-A’,
essendoY e X punti limite in quanto che i loro omologhi sonoproprié
(Fig. 14). Per tracciare gli asintoti si individyzer via omologica, il punto
O’ corrispondente diO, come intersezione della congiungente il centro
dell'iperbole O e il centro dellomologia con la retta ortogonal€asse di
omologia perO, centro della circonferenza,. Tracciando le tangenti alla
circonferenza dal punt®’ determinato si individuano sull’asse di omologia
due punti che uniti con il centro della conica éise gli asintoti. L'asse
trasverso secante dell'iperbole si disegna immadiante in quanto
bisettrice degli angoli degli asintoti; per segnakertici reali dei due rami
ci si avvale sempre della costruzione omologicaitBirata: si ricava Il

26 (e rette limiti di un’omologia sono parallele alkse, e la mediana della striscia di piano
compresa tra esse dista pure egualmente (in sesti) dal centro e dall’asseG. FanoLezioni
di Geometria descrittivaTorino 1910, p. 20.
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punto O,, punto intersezione dell’asse della conica comsskadi omologia,
si invia dal puntdD’ esterno alla circonferenz il raggio O’-O, che sega
la circonferenza iV, e Vi', congiungendo questi due ultimi punti con il
centro di omologia si fissano sull’asse del'ipeolvertici Vi V, cercati.
Noti i wvertici dei due rami e gli asintoti si posso ricavare
geometricamente i fuoclh, e F, tracciando il cerchio di centr® e raggio
O-N che mette in relazione detti elementi (V. CapitaApplicazioni di
geometria proiettiva e descrittiva al Disegno deflerme geometriche
elementarj 1972, p. 28).

Centro

Fig. 13 — Costruzione della conica-iperbole datigcie punti generici. Impostazione
dell'lomologia ad asse proprio, la cordaA’-C, centro proprio e circonferenzg di
centroO e raggioA’-O , omologa alla conica da costruire.
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Fig. 14 — Costruzione della conica-iperbole datigcie punti generici. Determinazione per
vie omologiche degli elementi notevoli della coniasintoti; asse trasversd:;, F,,
fuochi; V4, V5, vertici dei due rami.

Strutturazione del listato LISP per la costruzionedi una conica

Il percorso di ricerca intrapreso mira a determensr ambienteCAD degli
strumenti efficienti che potenzino la ricerca de\semplificate grafiche e
offrano occasioni di riflessione per acuire le cerenze culturali e
formative della geometria descrittiva e proiettiva.

Concentrando l'attenzione all’oggetto di studio abstruzione di curve
sezioni coniche, esistono alcuni software per Igprasentazione
matematica che, nonostante limitino la generalgl’approccio operativo,
offrono strumenti validi per il tracciamento detlanica; alcuni modellatori
consentono di determinare una conica tramite tratipa due tangenti
(Thinkdesigh o dati cinque puntiGabri Géometri¢ o impostando alcuni
valori notevoli di proprieta analitiche quali ilpporto di eccentricita o la
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posizione della direttriceRhinocero}. Le piu recenti versioni del software
AutoCAD permettono di disegnare soltanto la conica ellise¢o nel caso
particolare di conoscere gli estremi degli assi fmachi, presentando un
contenuto interesse nei confronti delle conicheganerale, limitandone
I'impiego in svariati campi scientifici progettuaistrutturah?.

Muovendo dalle limitazioni operative dei softwareé whodellazione
matematica, riscontrate durante le esercitazionoltsv nei laboratori
didattici e nella pratica professionale, si sondadelogicamente strutturati
nuovi listati di programmazionAutoLISP® per I'esecuzione di algoritmi di
geometria proiettiva e descrittiva, selezionati gaelli di piu rapida
esecuzione. | comandi creati, generati da procedlinpeoiettivi-omologici,
disegnano coniche (ellissi, parabole, iperboli) adii si conoscano due
diametri coniugati, o un diametro e una corda cgaia, o due corde
coniugate, o cinque elementi tra punti e tangesandizioni queste molto
frequenti nelle applicazioni dei diversi metodirdppresentazione (Fig. 15).
In questa sede si riporta smripting relativo alla costruzione di una conica
iperbole dati cinque punti (se tre o quattro deiqcie punti dati sono
allineati, o se due punti sono coincidenti, la caninon & definita)
(Fig.16¥".

27 gj possono tracciare due tipi di ellissi, in rétene al valore della variabile di sistema PELLISSE;
se PELLISSE €& uguale a 0 (default) si crea un'sdli®satta, che ha un centro e quattro punti,
estremi degli assi, ellisse conosciuta come “eéMURBS (Non Uniform Rational Bezier Spline);
se PELLISSE € uguale ad 1, si crea un’ellisse nostida polilinee.

28 linguaggio AutoLISRE implementazione del linguaggio di programmaziobksSP (LISt
Processor), & incorporato nel pacchétaoCADe utilizzato da altri softwar€AD qualiIntelliCAD

e ProgeCAD ha la capacita di trattare liste dinamiche dii.dQuesta capacita consente |l
trattamento di un disegno tecnico come una groeta tomposta dagli oggetti inseriti (linee,
cerchi, archi ecc...), rendendo possibile la loradifica e creazione. Attualmente esistono diversi
editor scriptper la scrittura di programmilSP, ma uno degli strumenti piu efficace eMisual
LISP. La console interattiva all'interno del softwa&itoCAD facilita il controllo nelleditor di
testo della corrispondenza delle parentesi e dadlaetta digitalizzazione delle funzioni e delle
variabili e presenta una serie di potenzialitidddbugche agevolano I'individuazione di errori nel
listato.

29 || file AutoLISP contenente la funzione “Ip5”, creato in ambiend@toCAD all’interno
dell’editor VisualLISR ha un’estensione ($p”). Per eseguire il programma in una finestra di
disegno del softwardutoCAD € necessario caricare il file. L'applicazionecsirica tramite la
finestra di dialogo Carica/scarica applicazionilaé¢barra dei menu — Strumenti”, all’interno della
sessione di lavoro dutoCAD Per richiamare la funzione, le vie possibili daqorrere sono due:
digitare il nome della funzione, nel nostro casip5”, sulla riga di comando dhutoCAD oppure
creare un nuovo pulsante che, in automatico, atdvlunzione. Assegnate le coordinate di cinque
punti (dalla disposizione dei punti assegnati sine® la natura della conica da costruire), in
automatico il programma svolge i calcoli contennélle stringhe del listato e traccia la conica
evidenziandone gli elementi notevoli.
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Nei listati le espressioni seguenti hanno rispattiente questo significato:
(setqg ang (angle pO ptE)), € il formato della funzione utilizzata per
assegnare un valore alla variabile angaige;

(setq p& (polar ptO ange2 dj), € il formato della funzione utilizzata per
assegnare un puntgtf) in corrispondenza di un determinato angolo
(ange? a una determinata distanza@b) dal punto datoptO) (vedi figura
16). Gli angoli sono espressi in radianti e i lo@lori riferiti al’asseX
sono positivi se misurati in senso antioradefaul).

I
5-I5ix) 5] x]

W4 606690008
ENN4COLLPEIC+BRE SR

|omas|

44PN\ Modello {Tayoutl / Layoutz /' LI_J

J| Imnmettere primo punto estremo del diametro:
[58425780, 2050 6431 0.0000 SNAP] GRIGLIA| ORTO| POLARE| OSNAP| OPUNTAMENTO| UCSD| DIN| SLN|[MODELLO Scala annotazione: 11~ & 4 [d . O

Fig. 15 — Schermata del softwadeitoCAD Tracciamento rigoroso del profilo di coniche
con evidenziazione degli elementi notevoli. Nellarrfa degli strumenti Disegna, si &
creato ungalettedi pulsanti nuovi che, in automatico, richiama ueZioni strutturate per
la generazione di coniche (ellissi, parabole, ip&ybdi cui si conoscano due diametri
coniugati, o un diametro e una corda coniugata® cbrde coniugate, o cinque elementi
tra punti e tangenti.
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;; Costruzione per la determinazione di una iperbole dati cinque suoi punti.
(defun C:Ip5 ()
(prompt "Il comando IPERBOLES disegna i due rami di una iperbole dati cinque suoi punti')
(terpri)
;;immissione coordinate cinque punti (non allineati, non coicidenti, in senso orario i primi quattro punti esterni e poi il quinto
interno).
(setq ptA (getpoint™\n Immettere primo punto esterno del primo ramo:"))
(command "punto" ptA)
(command "_chprop" "_last" """ ¢"1"")
(princ ptA)
(setq ptA1l (getpoint "\n Immettere secondo punto esterno del ramo opposto:"))
(command "_.point" ptAl)
(command "_chprop" "_last" " " ¢ 1 ")
(princ ptAl)
(setq ptC (getpoint "\n Immettere terzo punto esterno:"))
(command "_.point" ptC)
(command "_chprop" "_last" """ c" 1 ")
(princ ptC)
(terpri)
(setq ptB (getpoint "\n Immettere quarto punto esterno:"))
(command "_.point" ptB)
(command "_chprop" "_last" """ _c" 1 ")
(princ ptB)
(setq ptD (getpoint "\n Immettere quinto punto interno ai primi quattro:"))
(command "_.point" ptD)
(command "_chprop" "_last" """ ¢ 1 ")
(princ ptD)
5;Si applica il Teorema di J. Steiner per la determinazione di altri due punti della conica E e F. Scelti il punto A e il punto Al come
centri dei due fasci proiettivi si inviano i raggi proiettivi agli altri punti noti (B,C,D).
;(command "_xline" ptA ptC "")
;(command "_xline" ptA ptD "")
;(command "_.xline" ptA ptB "")
s(command "__xline" ptAl ptC "")
;(command "_xline" ptAl ptD "")
;(command "_.xline" ptA1l ptB "")

;5 luogo geometrico dell'iperbole per via omologica (Oa, centro della circ omologa a; r, raggio di a). "sp" sta per serie polare.
(setvar "cmdecho" 0)
(setq punti (getint "\n Digitare il Numero di punti della conica e disattivare lo Snap: "))
(setq angsp (/ (* 2 pi) punti))
(setq angl11 (+ angl1 0.5))
(setq ang 0)
(while (< ang (* 2 pi))
(setq ptS1 (polar ptOa angl11 r))
s(command "_.point" ptS1)
(setq ptL2 (inters ptS1 ptG ptAl ptC nil))
;(command "_.point" ptL.2)
;(command "_xline" ptS1 ptG "")
s(command "__xline" ptL2 ptG1 "")
s(command "_xline" ptP ptS1 "")
(setq angas (angle ptG1 ptL2))
(setq angasl (angle ptP ptS1))
(setq ptScl (inters ptS1 ptP ptL2 ptG1 nil))
;(command "_.point" ptScl)
(setq ptS2 (polar ptOa (+ angl11 angsp) r))
s(command "_.point" ptS2)
s(command "_xline" ptS2 ptG "")
(setq ptL3 (inters ptS2 ptG ptAl ptC nil))
;(command "_.point" ptL3)
;(command "_xline" ptL3 ptG1 "")
(setq ptSc2 (inters ptS2 ptP ptL3 ptGl nil))
s(command "_.point" ptSc2)
(setq angl11 (+ angl11 angsp))
(setq ang (+ ang angsp))
(command "__.line" ptScl ptSc2 "")
(command "_chprop” "_last" ™" "_c" 30 "))
(setvar "cmdecho" 1)
(princ))

Fig. 16 — Stralcio dellescripting per la generazione automatica di conica iperbale d

cinque punti. L'algoritmo “Ip5” € stato elaboratelmprogramma/isual LISPin ambiente
AutoCAL.
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Costruzione geometrica dinamica conCabri Géometredella conica,
guando ne siano noti il centro (proprio o improprig), due punti e la
retta tangente in uno di essi

Dati il centroCy, i puntiA’ e D’ (imponendo che non siano estremi dello
stesso diametro) della conica da costruire e tatgttangente irD’, si tracci

il punto E’, in simmetria centrale coB’, determinando il diametr®’E’
della curva (se&Co € improprio il puntoE’ ha la stessa direzione del centro,
ovvero € anch’esso improprio; in questo caso, dditposizione dei dati
iniziali, si evince che si tratta di una conica giarla, il diametro € la
semiretta avente estremon e direzioneCy). Nella direzione della retta
to si costruisce la retta passante pe”’ determinando il puntdB’,
simmetrico del punt@\’ rispetto al diametro coniugato alla tanget€0. Si
definiscono, cosi, le due corde coniugaAiB’ eD’'E’ rispetto alla conica e si
instaura una relazione omologica fra la conica @rleonferenza avente per
diametro la corda suddettdB’ . Per costruzione si hanno tutti gli elementi
per costruire la conica mediante 'omologia. Detfologia si conoscono
'asse, la retta contenente la cord&’B’ e il centroO (proprio o improprio
se il puntoE’ e allinfinito), individuato come punto di intergene delle
rette congiungenti le coppie omologh®’ e EE’31. Scelto un punto generico
S sull'oggetto circonferenzaa, si determina con rette corrispondenti
'omologo puntoS’ sulla conica, per definizione i due punti risudteno
allineati con il centdC, (ci si appoggia, ad esempio, ai punti corrispomiden

e D’)32, Richiamando il comando “luogo geometrico”, siezébna I'oggetto
punto S e poi il puntoS che genera il “luogo” conica (Fig. 17). La
costruzione dinami&g, realizzata inCabri Géometrepresenta un “punto di
controllo” K vincolato a muoversi sul perimetro della circoefeza.

30 |n una conica a centro dati due diametri coniydattangenti negli estremi di un diametro (punti
di incontro con la curva) sono parallele al diametoniugato.

31in una conica se due diametri coniugati sonodra hnche perpendicolari, essi diventano assi per
la conica. Soltanto per la conica “cerchio” ogramietro &€ asse e dunque perpendicolare al diametro
coniugato.

32G.M. Catalano, Inediti sulle coniche, Co.Gra.s gPmio 1988, p. 24.

33|n questi anni, grazie anche allo sviluppo dellentdogie che rendono disponibili strumenti con
adeguate velocita di calcolo, si & registrato ustewafiorire di programmi che vanno sotto la
categoria indicata con il termiffegeometria dinamica”. Il programma piu notdCabri, sviluppato
dall'IMAG — Universita J. Fourier di Grenoble; vaipricordatoSketchPagddella Key Curriculum
Press eCinderella software scritto in linguaggidAVA e quindi disponibile su sistemi diversi
(WINDOWS LINUX, MAC).
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muovere il punto di

Fig. 17 - Costruzione
geometrica della conica
per via omologica,
dinamica in Cabri
Géometre Noti il centro

(proprio o improprio), due
punti e la retta tangente in
uno di essi, il movimento
del punto K sulla
circonferenzaa mette in
relazione geometrica le
coniche risultanti. In figura
sono rappresentati i casi di
conica non degenere.
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In relazione all'impostazione omologica strutturatanovimento del punto
genera le infinite coniche, mettendo in relazioneometrica coniche
degeneri (se quattro punti sono allineati, o se plu&i sono coincidenti, la
conica degenera in due rette coincidenti; se saléendére punti sono
allineati, la conica viene definita e degenera 'neibne di due rette
distinte) e non degeneri: circonferenza, elligsegabola, iperbole.

Bibliografia

Boyer C.B.,1980Storia della MatematicaOscar Saggi Mondadori, Milano.

Castelnuovo G., 190%.ezioni di Geometria analiticaEd. Dante Alighieri,
Roma-Milano.

Cresci L., 1998,Le curve celebri-Invito alla storia della matematic
attraverso le curve piane piu affascingniiries, Padova.

Di Paola F., 2010Le curve di Apollonio. Tradizione ed innovazione ne
processi risolutivi Aracne Editore, Roma.

Inzerillo M., 2008, Fondamenti e Applicazioni di Scienza della
Rappresentazione-Geometria del Disegno-Prospetti@rogetto
grafico e impaginazione, Francesco Di Paola), Mehmzerillo
Editore, Palermo.

Loria G., 1950, Storia delle Matematiche — Dall'alba della civiltal
tramonto del secolo XIXI Ed. Hoepli, Milano.

Loria G., 1921,Storia della Geometria Descrittiva dalle origining ai
giorni nostri, Ed. Hoepli, Milano.

Migliari R., 2009, Geometria descrittivaMetodi e costruzioni V. 1,
CittaStudi Edizioni, Novara.

Pelz K., 1876, Construction der Axen einer Ellipmés zwei conjugirten
Diametern, invVyrocna sprava c. k. realky vesing Praha.

Pelz K., 1872, Uber die Bestimmung der Axen vontZaprokekzionen des
Kreises, in:Véstnikkralovskéceské spokénosti nauk v PrahegPraha.

Sklenérikovéa Z., 2008, One hundred years sincehdefiKarl Pelz. InG —
Slovak Journal for Geometry and GraphicBratislava: Slovak
Society for Geometry and Graphics, V. 5, No. 9, @i-44 (in
Slovak).

Zerlenga O., 1997La forma ovata in architettura-rappresentazione e
geometria Cuen Ed., Napoli.

Francesco Di Paola



452 Francesco Di Paola 20441l . vol. XIl «+n°36 PROGETTO ALICE




