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Assonometria diretta
Laura Inzerillo

Presso la cattedra di Fondamenti e Applicazioni di Geometria Descrit-
tiva della Facolta di Ingegneria dell’'Universita degli Studi di Palermo,
grazie ai contributi del gruppo di studiosi guidati dal prof. Michele In-
zerillo, si sono consolidate metodologie particolari e che potrebbero es-
sere definite innovative per quanto riguarda le procedure del rappre-
sentare direttamente in assonometria ortogonale.

La prolezione su un quadro piano, &, da un punto umproprio ortogona-
le ad esso, di una terna triortogonale x, y, 2, di origine O, liberamente
disposta nello spazio, purché nessuno degli assi risulti ortogonale a m, e
una terna x’, y’, 2, di origine O’. Solo per comodita di lettura, s1 prefe-
risce disporre 2’ in direzione verticale; beninteso, appare verticale 2,
proiezione di 2 e traccia su wrdel piano proiettante f contenente 2’ e l'as-
se 2, che, in effetti, rispetto a e obliquo: I'angolo compreso traz ez’ e
appartenente a xassume un valore che sara noto fra breve.
Distinguiamo gli angoli fra gli assi spaziali, tutti retti, da quelli fra le pro-
iezioni degli assi, 1 quali, liberamente, possono essere uguall fra loro e
di ampiezza pari a 120°, oppure solo due uguali fra loro, o tutti e tre di-
versi a seconda dell'inclinazione che la terna reale assume rispetto a .
Consideriamo il piano definito dagli assi reali xy; se la sua giacitura fos-
se la stessa di m, I'asse 2 risulterebbe ortogonale al quadro, 'angolo ret-
to resterebbe retto e le quote parallele a 2, ridotte, nella proiezione, a
punti, non sarebbero percepite, incidendo sulla lettura della proiezio-
ne. Se la giacitura xy fosse ortogonale a m, le dimensioni parallele all’as-
se 2 si proietterebbero in vera grandezza, ma le figure del piano in esa-
me risulterebbero solo dei segmenti, dunque, illeggibili. S1 tratta di due
giaciture da escludere, non perché l'oggetto tridimensionale, in proie-
zione su x, perde 'apparente tridimensionalita; questa proiezione re-
sterebbe tridimensionale. La proiezione di Monge e sempre tridimen-
sionale, pit o meno percepibile, secondo come l'oggetto e disposto ri-
spetto al piano su culi si proietta; 'apparente volumetria e solamente le-
gata a m, anzi, al punto da cui si proietta su mw ed e indipendente dalla
terna scelta. A terna ferma, se si muove l'oggetto da rappresentare, se
ne ottiene un’'immagine diversa, piu o meno adeguata a suggerire la re-
alta della forma apparente delle sole parti esposte all' osservatore 1m-
proprio. Se il piano xy e obliquo rispetto a x, nel passare dalla giacitu-
ra parallela a quella proiettante, un suo segmento di massima penden-
za rispetto a z si accorcia sempre piu e I'angolo retto fra gl assi reali, x
e y, appare come angolo fra le proiezioni, 2’ e y’, sempre piu ampio.
Nel contempo, la proiezione di un segmento parallelo a 2 risulta passa-
re da un accorciamento massimo a quello nullo; sta a noi scegliere un
angolo rispondente all'esigenza del raffigurare.
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1/ Proiezioni degli assi, tracce degli assi e tracce dei piani coordinati sul
quadro. Ribaltamento di uno dei tre piani coordinati. Rapporto omologico.

Quello che si e detto sopra richiede una seria riflessione; e indispensa-
bile pensare, capire, ragionare, immaginare, e alla fine rappresentare
correttamente e consapevolmente, senza falsi e pregiudizievoli iImposi-
zioni di valori prefissati e posizioni, dai risultati non previsti, non volu-
t1, non controllabili e non gestibili. E in mancanza?

Rappresentare un volume poliedrico

Siano dati O’, x’, y’ e 2’ (fig. 1);1 tre assi spaziali, x, ¥ e 2, inclinati rispet-
to a m, lo intersecano in tre punti che chiamiamo “tracce”, T' | Tﬂ, T, non
allineat1, non coincidenti. I tre piani coordinati reah definiti dalle coppie di
assl.xy, yz, 2, tuttl e tre inclinati rispetto a m, intersecano il quadro in tre
rette, ciascuna delle quali contiene due delle tracce degli assi; queste rette
sono tracce dei piani coordinati e le chiamiamo¢ ,¢ ¢, enon formano fa-
sclo, né proprio, né improprio. Se immaginiamo un centro di proiezione pro-
prio, si ha che se la distanza di O da wdiminuisce, il predetto triangolo si ri-
duce fino ad azzerarsi in un punto O che coincide con O’ se & contiene O;
la ditanza OO’ si inverte se O passa di lato, avanti o dietro, rispetto a &. A
proposito, e conveniente che O sia scelto davanti o dietro a 77 Qualcuno,

richiamandosi al personale principio del vedere, piuttosto che del pensare,

s
(z)/ \ Qe'




pone le tre dita assimilate agli assi della terna reale davanti o sopra al pia-
no e non dietro o sotto, perché questo gl consente di vedere per capire e
far capire; ma e proprio tanto difficile pensare e far pensare?

L.a determinazione della direzione di una delle tracce, per esempio della L,y
¢ accertabile; basta ricordarsi della geometria elementare e dei suoi con-
cettl. Il piano prolettante I'asse 2 contiene la retta proiettante OO’ ortogo-
nale a zr, e contiene 2 ortogonale a xy; un piano che contenga una retta or-
togonale a un altro piano e ortogonale ad esso; un piano che contiene l'or-
togonale a un secondo e a un terzo piano, € ortogonale a entrambi e alla lo-
ro intersezione; il piano proiettante 2 in 2’ e ortogonale a xy, a e alla loro
intersezione, la b Inoltre, se una retta e ortogonale a un piano, e ortogo-
nale a tutte le rette di quel piano; dunque la ¢ e ortogonale a tutte le rette
del piano che proietta 2 in 2’, percio deve essere ortogonale a 2’. Si puo,
quindi, considerare unaretta ¢ ortogonale a 2’ e assumerla come traccia
dizy su x, liberamente, indicando con 7’ e 7' le sue intersezioni conx e y’;
cio vale anche perlat _che contienela 7’ ed e ortogonale ad v, e perlat_
che contiene la 7’ _ed e ortogonale ad y;let_ et  incidonoz’in7.. Le ret-
tex, y’, 2’ sono disegnate, nella figura, con Iinea continua; le tracce con una
linea tratto e tre punti; resta da capire se rispetto alla terna .x, ¥, 2, il piano
apuo essere definito da una traccia ., @ pilacere, senza che cio sia arbitra-
rio. Se la ,, stavvicina ad O’, il piano xtrasla avvicinandosi ad O; I'immagi-
ne dell'oggetto reale e legata alle parti in vista dal centro di proiezione im-
proprio e su s essa non cambia; tutto e stabilito fra il centro e I'oggetto, e
finché non muta la loro posizione relativa, la traslazione di 7 non influisce
sulla proiezione. La ., appartiene a we a xy; I'intersezione fra due pian e
unica; la traccia e una retta unita, e reale e unitamente proiezione, unica
retta unita dizy; la dimensione 7' T° e reale.

[l triangolo T O'T e proiezione di un triangolo con vertice retto in O e ipo-
tenusa T T ; un triangolo rettangolo € inscrivibile in una semicirconferenza
avente come diametro I'ipotenusa. Se pensiamo di ruotare il triangolo spa-
ziale intorno all'ipotenusa fino ad adagiarlo su i, cioe se lo si ribalta, I'ipote-
nusa resta fissa mentre O ruota sul piano proiettante 2 in 2’, restandovi so-
pra; dunque, si disegna la semicirconferenza punteggiata, che intercetta 2’
in O* [ punti della traccia sono tutti punti uniti, mentre O nel ribaltamento
descritto si porta in O%; in figura si stabilisce la corrispondenza che a O’ fa
corrispondere O* e che allax’= T O’ fa corrispondere x* = 7' O*; questo
succede fra qualsiasi retta che contiene O’ e la corrispondente ribaltata che
contiene O¥, le quali devono incontrarsisullat . Scelto un punto A’ su 2’ si
ottiene A* sux™ e viceversa; osserviamo che punti corrispondenti sono sem-
pre allineati secondo la O’O*, direzione del centro di proiezione, e che rette
corrispondenti contengono punti corrispondenti e si intersecano sulla ret-
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ta unita. Tale corrispondenza e una omologia, laf _ e I'asse di omologia, O
e omologo di O, 7 € omologo di ¥, l'allineamento O’O* indica 1l centro del-
'omologia, che e improprio e risulta, in questo caso, ortogonale all’asse; si
tratta di una omologia affine ortogonale. Si voglia ricavare la proiezione del-
laP* P* P* P,* P* P* poiché aun punto all'infinito dix*y* corrispon-
de un punto all'infinito di 2’%’, a rette fra loro parallele corrispondono rette
diversamente dirette ma ancora parallele fra loro; a una retta parallela all’'as-
se dell'omologia corrisponde una retta ancora parallela all’asse, ete. Cio puo
spiegare sia l'operazione P *A*A'P ’,siala P *P *BP/P/ siala P.*P *DP P’
ricavabile anche dalla parallela O*CO’, siala P,’P, parallelaa P,’P.’. E. bene
riflettere sui risultati, immaginando di spostare o ruotare la figura data; pen-
siamo di scambiare i dati e quindi realizzare il raddrizzamento, ovvero la re-
stituzione, se partiamo dalla proiezione per ricavare la vera forma e grandez-
za. | segmenti paralleli all'asse 2 a partire dalle proiezioni su.x’y’ del punti
appartenenti a.ry sono le relative quote del punti dello spazio, ovvero la ter-
za coordinata dei punti riferiti alla terna reale e si accorciano proiettandol
sulla direzione di 2’ secondo (O)O’. Infatti, la distanza di O da x, che in pro-
iezione ortogonale e ridotta in O’, puo evidenziarsi ribaltando su sl piano
proiettante 2 in 2, ruotandolo intorno alla propria traccia 2’; ¢i serviamo del-
la vera misura di HO, distanza di O dalla ¢ . Questa € stata ricavata in HO*,
quando si e operato il ribaltamento di.ry su m; allora, considero I'arco di cen-
tro H e raggio HO* fino ad intersecare in (0O) la retta condotta per O, orto-
gonale alla 2’; la direzione H(O) rappresenta il ribaltamento di quella della
retta di massima pendenza di.xy rispetto a mz, corrispondente in proiezione
all'ortogonale allat . Lasse 2 € ortogonale a xy e a tutte le sue rette, anche
ad HO, per cui la (2) ribaltata di 2 risulta ortogonale alla H(O) in (O); il r1-
sultato e che, per accorciare un segmento parallelo a 2, 1a cui proiezione ap-
pare parallela a 2’, basta disporlo parallelo alla (2) e proiettarlo secondo
(0)O’. Per tale operazione ¢ preferibile appoggiarsi direttamente alla proie-
zione ortogonale su srdella proiezione ortogonale del punto su.xy; per esem-
pio, per ottenere la proiezione €, del punto €, ovvero la lunghezza accor-
ciata P’ @, della quota P,Q , siriporta da P,” secondo (2) la misura reale
P (Q) elasi proietta secondo O’(0) fino alla verticale condotta per P,’. Se
il volume prismatico considerato presenta una base superiore parallela a
quella appartenente ad xy, se ne trova la proiezione per traslazione secon-
do 2’ e 'immagine voluta ¢ compiuta.

Disegno e interpretazione degli elementi. Simbologia

Dati O’, 2°, y’, 2’ e un punto P dello spazio, la definizione della sua po-
sizione associata alla terna richiede due sue proiezioni (fig. 2); non ba-
sta la proiezione P’, occorre ancora la proiezione assonometrica della




2/ proiezione di un punto P e di una retta r che lo contiene sui piani
coordinati xy, xz, Yz

proiezione ortogonale di P su uno dei piani coordinati. Anzi, si puo di-
re che di P, generalmente, si assegnano le tre coordinate Xp, Ypy Zp del-
le quali si ricavano i relativi accorciamenti, Zp,¥p,<p - Nella geometria
del disegno il punto e definito disegnando, generalmente, P’ e P_{_ﬂ’, da
cul, se serve, si ricavano P eP_ ' Certamente disegnare un punto o
un punto appartenente a una sfera e molto diverso. In figura 2 vediamo
1l punto P e le sue proiezioni sui piani coordinati, nonché le tre coordi-
nate sugli assi; nel loro insieme spaziale, questi punti sono vertici di un
parallelepipedo. Notiamo le proiezioni della retta » che contiene il pun-
to P e delle sue proiezioni sui tre piani; osserviamo attentamente sul-
Ilmmagine assonometrica le tracce e le proiezioni, le loro corrisponden-
ze e le appartenenze, le relazioni con gli assi, le loro direzioni, pensan-
done anche I'esposizione ai nostri occhi, nello spazio reale del riferimen-
to triortogonale. Se il punto appartiene alla retta e la retta appartiene
al piano, il punto appartiene al piano: del piano sono date anche le trac-
ce, almeno due delle tre, osservando che le tracce sui piani coordinati
adiacenti e che, percio, condividono un asse, si intersecano sempre in
un punto di quell’asse. Lappartenenza della retta al piano € espressa
dall'appartenenza di ciascuna traccia della retta alla corrispondente
traccia del piano; I'appartenenza del punto al piano va verificata trami-
te una delle infinite rette contenenti il punto, cui sia imposta I'apparte-

Laura Inzerillo — Assonometria diretta
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3/ Rapporto omologico tra altezze e prante. Vista urbanistica e vista
PAnoOrarmica.

H

nenza al piano. Qualche nota sulla simbologia: si puo volere precisare
che il punto P appartiene alla retta ; in tal caso il simbolo diventa £ ; si
distinguono le proiezioni assonometriche delle proiezioni ortogonali in
funzione del piano coordinato cui appartengono; per esempio, £ _ " in-
dica che la proiezione della proiezione su zx di P appartiene ad a; la Tm_ﬂ’

¢ la proiezione, lo dice I'apice, del punto traccia, lo dice il simbolo 7', ma-
luscolo per 1l punto, della retta » sul piano coordinato xy.

Il rapporto omologico sostituisce le proeziont x’, y’

Siripete il procedimento, gia esposto, per costruire I'assonometria orto-
gonale diretta di un parallelepipedo di cul e assegnata la base rettangola-
re ribaltata e disegnata con linea tratteggiata scegliendo 1l valore dell’'an-
golo in O’ frax’ e %’ una volta poco piu ampio di un angolo retto (disegno
di sinistra) e una volta poco meno ampio di un angolo piatto (fig. 3, dise-
gno a destra). Gli effetti sono evidenziati nel primo caso da una quasi inav-
vertita modifica del rettangolo di base (si osservi la differenza tra il ret-
tangolo tratteggiato, che rappresenta la vera forma, e la base del parallel-




4/ Assonometria ortogonale diretta di un complesso di edifici. Vista urbanistica
e vista panoramica.

lepipedo In assonometria) e un notevole accorciamento dell’altezza — si
veda la differenza tra (/) e i’ — e nel secondo caso da una notevole com-
pressione del rettangolo di base che, in una vista di rilevante scorcio, di-
venta un parallelogramma e da un irrilevante accorciamento dell’altezza
(1 ). Scelti sulla verticale 1 punti H, O’, O* e considerata per H l'orizzon-
tale ¢, asse di omologia, con poche linee si ottiene I'assonometria del pre-
cedente volume; I'arco di centro H e raggio HO* determina sull’orizzon-
tale condotta per O’ 1l punto (O ); sappiamo che O’(0O) e la distanza di O
da e che la scelta di tale distanza e inefficace sui risultati.

Assegnato il rettangolo di base, si conduce per O* la parallela al lato cor-
to incidendo l'asse di omologia ., In M; la proilezione del lato corto e pa-
rallela alla MO’; si puo assumere un vertice come punto unito del nuo-
vo asse di omologia. Traslando questa coppia e incidendo il lato lungo,
di tale punto si ha subito I'omologo; avendo due punti si traccia la pro-
iezione del lato fino a intersecare la verticale del terzo vertice; le paral-
lele al primo e al secondo lato della proiezione completano il parallelo-
gramma di base. Per un vertice di questo si considera la parallela alla
(z2), vi siriporta l'altezza (h) e si proietta orizzontalmente individuan-
do l'altezza /i’ per traslazione della base si ottiene il parallelepipedo.

Assonometria ortogonale diretta a effetti percettivi urbanistici

0 PANOTaAMICT

Nella prassi semplificata e opportuno effettuare un confronto degli effet-
t1 sul risultati, usando come riferimento non piu le proiezioni degli assi,
bensi solo 1l rapporto omologico HO/HO*, illustrando due casi che pre-
sentano situazioni proiettive differenti; nel primo caso si stabilisce un rap-
porto grafico tra le due lunghezze pressappoco pari a uno e nel secondo
d1 valore prossimo allo zero (fig. 4). La prima scelta, a sinistra, ci assicu-
ra una maggiore chiarezza in una visione piu controllabile, dall’alto, qua-
s1in verticale che, tuttavia sacrifica le quote. Limpostazione scelta e quin-
di da considerarsi come assonometria ortogonale “urbanistica”.

La seconda scelta, a destra, ci consente di avere un profilo spiccatamen-
te panoramico, con scarsa, se non impossibile, lettura delle tipologie
planimetriche; viceversa, possiamo prendere atto di valori accettabil-
mente orientati ai veri rapporti per le altezze e per le loro differenze.
Lofferta di immagini della cortina del nucleo abitativo di primo piano,
In taluni casi, e certamente significativa; discende soprattutto dal pic-
colo rapporto omologico assunto se, con la stessa metodologia, vedia-
mo accentuati determinati valori panoramici, per cui non sembra in-
giustificato chiamare tale rappresentazione assonometria ortogonale
“panoramica’’.

Laura Inzerillo — Assonometria diretta
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5/ Assonometria ortogonale frazionata.

Assomometria ortogonale frazionata

Si dispone di un campo grafico pari a 1-2-3-4 (fig. 5); la /-4 sia la L, per
rappresentare elementi geometrici appartenenti a xy dobbiamo stabilire
un rapporto omologico HO’O* che consenta di ricavare la proiezione su x
degli elementi di xy, assunti in forma ribaltata. Il campo di xy ribaltato /-
7-8-4 che si vuole rappresentare ha la stessa larghezza, /-4, di quello dispo-
nibile, mentre, per l'altra dimensione, cioé per la profondita, notiamo che
1-7 & 3volte 1-2: cido implica che HO’ deve essere un terzo di HO* Conse-
gue che, nel senso della profondita, ovverodellarettar, = *dimassima pen-
denza di zy rispetto a , il primo terzo del campo avra la proiezione conte-
nuta nel campo grafico al primo terzo, in basso. Consideriamo le rette omo-
loghe 9-O* e 9-O’ e una retta 10*-11*-13*-15* che attraversa tutto il cam-
po ribaltato 7-7-8-4; la retta omologa, grazie alle 9-O* e 9-O’ applicate in
11%-12-11", e successivamente in 13*-14-13" e 15*-16-15", 1a proiezione
della 10*-15% si ritrova nel campo grafico in 10-11°-13-15". Notiamo che
sullaz  la suddivisione in parti di profondita uguali comporta 'uguaglanza
dei tratti 10™-12, 12-14, 14-16;ai punti P *, P,*, P *, appartenenti alle stri-
sce, corrispondono, grazie all’appoggio sulla /0*-15%, 1 punti in proiezione

13"

8
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P/ P, P/ sulla 10-15, nelle corrispondenti strisce. Se si lavora su carta
trasparente, e possibile traslare uno dei due campi in modo che la 2-3 si
porti sulla /7-18; conseguono gli spostamenti della 5-13*-6 n 20-13 * 19,
della 13*-11*in 13 *11’,del P,* in P, *; la coppia di appoggio e diventata
13 *11’ e sempre la 11’-15°; da P, * si perviene sempre a P,

[l campo 2-3-6-5 nella nuova posizione 1 7-18-19-20 va oltre il bordo del
campo grafico per la zona 2-3-19-20; la striscia 5-6-8-7 si porta in 20-
19-21-22; 1l 15* trasla in 23 e P,* in 24. | punti, ancora da proiettare,
della 2-3 del campo 2-3-6-5, nella traslazione in 1 7-18-19-20, vanno a
coincidere con quelli, gia proiezioni, della 17-18 del campo 1-4-18-17.
Nella traslazione operata il campo 5-6-8-7 e trascinato in 20-19-21-
22,11 15* vain 23, P ,* in 24;1a 156*13* va in 23-13 * in linea con la
13*-117la 11’-23 é parallela alla 15*-10’; per ogni spostamento la re-
lativa omologa resta sempre la /0-157; il punto /1’ diventa unito e
l'asse di omologia non e piu ¢ _, bensi 17-18; per la traslazione della
terza striscia, 'asse di omologia si sposta in 25-26. Proiettata in /7-
18-26-25 la seconda striscia 2-3-6-5, dopo averla traslata in 17-18-
19-20, trasliamo la 5-6-8-7 che si trova in 20-19-21-22 portandola in
25-26-28-27.11 15¥%vain 29, il 13*-15*in 29-183’, sempre parallela al-
la 10’-15%; il punto P,* che era in 24 lo ritroviamo in 30; appogglan-
dosi alla 29-13’, dal 30 siricava sempre la proiezione P.’. Il campo tra-
slato sopravanza quello disponibile della quantita 2-27 pari a due ter-
zi della profondita di una striscia; e possibile evitare tale inconvenien-
te frazionando le strisce non in parti uguali ma in modo che per esem-
pio la seconda sia ampia in profondita non di / 7-20 ma di 1 7-2; le suc-
cessive crescono di numero, fino ad un valore di sopravanzo compa-
tibile. A proposito, ottenuta la proiezione dei punti del campo /-4-8-
7. resta da riportare, accorciate secondo (2) le quote dei punti; pre-
vedibilmente esse richiedono al di sopra della 2-3 uno spazio di rap-
presentazione riservato ai rilievi rispetto ad xy. Ci0 puo essere gesti-
to con calcoli preventivi degli spazi franchi rispetto ai quali arretrare
la 2-3 di occupazione planimetrica e in funzione di questa riduzione il
rapporto di omologia sara commisurato a rappresentare l'intera e n-
variata profondita di campo /-7.

Assonometria della circonferenza e del cono

E data su 2’, proiezione della verticale 2, la terna di punti, nell’ordine H,
0’. O* con O’ immancabilmente interno a HO* (fig. 6); essa indica gra-
ficamente il rapporto omologico relativo alla traccia del piano oriz-
zontale xy. L'arco di centro H e di raggio HO* e 'orizzontale condotta
per O’ ricavano (0); la e la distanza di O dalla ¢ _; nel ribaltamento su
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6/ Proiezione assonometrica di un cono retto circolare con base su xy ed
altezza lungo z.

del piano proiettante 2 in2’, il tratto HO della retta di massima penden-
za di xy rispetto a a, condotta per il punto, si ritrova in H(O ).

Quel tratto HO = HO* = H(O ) in prolezione € HO’; HO in proiezione Si
accorcia e diventa HO’; qualsiasi segmento parallelo ad HO, cioé di mas-
sima pendenza, In proiezione risultera sempre ortogonale alla txy, sia
nella realta che in proiezione; disponendolo parallelo ad H(O) se ne ot-
tiene la proiezione sulla verticale come avviene per H(O) in HO’, secon-
do O’(O). Ortogonale ad H(O) siritrova lI'asse 2 in (2 ), che in funzione
analoga presiede al raccorciamento delle quote relative ai punti dello
spazio rispetto alla giacitura orizzontale xy. Nell'omologia diasse t e
coppia di punti omologhi O’, O*, essendone O’-O* la direzione del cen-
tro, le rette O*-1 e O’ sono rette omologhe.

Non essendo legati ai predetti dati, se non come elementi di riferimento,
scegliamo liberamente il piano di imposta di un cono circolare retto, indi-
viduandolo con la retta  avente la stessa funzione della ¢ . La circonfe-
renza ¢ di base ha un solo diametro che si proietta in vera grandezza, A*-
VB paralleloallat ;siaA’B"appartenente alla 2; tutti ghi altri diametri si
accorciano e la proiezione ¢’ della circonferenza c, risulta una ellisse, 1l cul
asse maggiore e A'B’; il diametro che in proiezione diventa asse minore e
quello di massima pendenza. Ribaltiamo su srla ¢ in ¢*; considero C*, la C*-
2 parallela alla O*-1, la corrispondente contiene il punto unito £ e risulta
parallela alla O’-1; essa interseca la parallela alla O*0’ in C’; 'asse minore
e dato dalla C"V ’D’. Lestremo dell'asse minore puo essere individuato an-
che conla V (D) parallela alla H(O) e la (D)D)’ parallela alla (O)O’, utiliz-
zando la proprieta delle rette di massima pendenza esposta.

Lellisse siricava per punti; il computer la esprime immediatamente, es-
sendone noti A’, B’, C’, estremi di assi; esistono tante vie risolutive del-
la geometria elementare e fra queste 'omologia, definita dall’asse A’B’,
dalla coppia C*, C’, e dal centro improprio C*C’, gia usata.

Volendo ricavare P’ da P* si considera liberamente una coppia D*-3 e
3-D’; alla P*-4 parallela alla D*-3 corrisponde la parallela per il 4 alla 3-
D’, che sulla verticale per P* intercetta P’. Stabilita la quota 7 del verti-
ce V del cono rispetto al piano di base, cioe V' V| siriporta in (22)=V -5
parallela alla (¢) e siaccorciain V 'V’ da V" si tracciano le generatrici di
contorno apparente tangenti I'ellisse di base nei punti 7', e 7°,". Le tan-
genti VT °, V'T' ) possono essere ricavate per omologia; la V-6 e paral-
lela alla O’-1 e 'omologa 6-V* e parallela alla 7-O%*; da V* si conducono
le tangenti alla circonferenza, V*T' * e VT *; gli omologhi dei punti 7' *
e T,* di tangenza sulla ¢* sono 1 punti di tangenza 7', e T',” sulla ellisse
¢’; si utilizza la simmetria ortogonale di asse V V. Lapplicazione della
polarita da 17 all'ellisse determina la polare 7°'T',".




7/ Sezione tra una piramide retta a base esagonale su xy e un piano di cui
sono dati tre punti.

Con I'omologia i punti di tangenza si ricavano con estrema precisione,
prima di disegnare l'ellisse per punti; ’* e preciso, la tangenza sulla ¢*
e precisa, 7', siricava da T, * come P’ da P*, indipendentemente dal
tracciamento della ¢’, con vie alternative, di controllo.

Seziome piana di una piramide
Assegnate lat_ elaterna H, O’, O consideriamo xy come piano d’'impo-
sta di una piramide retta (fig. 7); dall’'esagono regolare A*B*C*D*[*F*
dato In vera forma e grandezza sul ribaltato di xy, in posizione generica,
ricaviamo per omologia la proiezioneA, B C D E F .
Consideriamo la O*-1 parallela alla A*B*-2; si ottiene la 2-8_;_;”; o P2
rallela alla 7-O’; alla E*B*-3 corrisponde la 3-B, FE ;determinati H(O),
(2) ortogonale in (O) alla H(O), visiriporta (%,,) quota reale di V pari ad
(O)-4 e se nericava la proiezione in . '= (0)-5. Siricava V', essendo V?,H_“.
la proiezione del centro dell’esagono di base e punto medio della
L eV, ,V=nh5D, . esimmetricodid, ;laC_ D _ & paralle-

Ty Yy’ Xy Ty xyy

laallaB, E F  eésimmetricodiC, ;labase € completata.

Uniti1suol vertici con V7, e punteggiate le parti non in vista, I'immagine as-
sonometrica della piramide e completata. Si vuole la sezione piana della
piramide con un piano «, definito da tre punti assegnati liberamente, per
esemplo, su tre spigoli; di P posto su VB, siconoscono P’ su VB

e .
LY Ly
su VE_WB_I_W,; di ¢) posto su VD;_H sl conoscono @’ su V’'D_ e @ ., su

xyy’ xyy’

; di R posto su VF  siconosconoR’suV’F . eR . suV_F

L;b P finc:c:ntra la@,, P, sulatraccia 6 ela R'P’ incontra la fgj:ﬁ HL
sulla traccia 7; la 6-7 e la traccia Lo di su xy; si procede utilizzando
'omologia definita dall’asse t.,,»dallacoppia ¢, D, . edalcentro V.
La @’-8 € omologa alla D, .C.  &edeterminail 9 e il primo segmento del-
la sezione poligonale piana; la /0P’ ¢ omologa alla 1 OB.;-;;H -E e determi-
na il punto /7; si ha il secondo segmento; la R’-12 & omologa alla L?—Aw,
i) o determina 1l /.3; sono disponibili i sei vertici della sezione, disegna-
ta a trattini. Il prolungamento di qualsiasi lato della sezione incontra il cor-
rispondente lato di base, prolungato, in un punto, unito, della i la V’L’fw.
individua sulla 70-P™-11 1 14, omologo di V ;se ivertici di base sono in
simmetria centrale rispetto a Varyy’, allora la congiungente un vertice del-
la sezione con 1l /4 contiene il vertice opposto, ma non c’e simmetria.
Solamente nel caso di piano sezionante parallelo alla base, risultando

un poligono omotetico, la simmetria si conserva.

Seziome piana di un cilindro

Sia data I'immagine assonometrica di un cilindro circolare retto poggia-
to suxy (fig. 8); possiamo ricostruire il rapporto omologico utilizzato
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&/ Sezione tra un cilindro circolare retto su xy ed un piano cui si hanno un
suo punto E’ appartenente alla generatrice E’-E'’ del cilindro e la proiezione
r 1

' 5

per ricavarla, nonche le vere dimensioni del raggio di base e dell’altez-
za alla scala usata su . In proiezione su i, la base superiore e 'ellisse ¢’
che ha il centro in C’, I'asse maggiore in A’B’, orizzontale, 'asse minore
pari al doppio di C°D’, di massima pendenza rispetto a &. La corrispon-
dente della ¢’ e la circonferenza c*, concentrica e di diametro A’B’:;
I'estremo )’ dell’asse minore deriva dalla proiezione ortogonale del pun-
to (D) della ¢* sulla verticale condotta per C’. Procedendo a ritroso da
D’ siricava (D ); fissata 'orizzontale t,,» dal punto / si conduce a scelta
la H(O) parallela alla (D )C’; I'arco, di centro H e raggio H(O ), individua
sulla verticale per H O* mentre l'orizzontale per (O) ricava O’.
Nel segmento HO’O* si riconosce il rapporto omologico originario che dal-
la circonferenza ¢ e dal diametro orizzontale A’B’ riporta proprio all’el-
lisse ¢’. Langolo della giacitura xy con we dato da (O)HO’; O’(0O) e la di-
stanza di O da m, HO’ e la distanza di O dalla traccia L., di xy su win pro-
lezione ed HO* e la stessa distanza ribaltata su & per rotazione di xy in-
tornoallat, ;la HO'O* € 2’ nonché la direzione delle rette di massima pen-
denza dixy su m, HO’ e 'accorciamento di HO, di H(O ), di HO*; 'omolo-
gla diribaltamento che porta O’ in O* e viceversa ha perasse t, e il cen-
tro improprio O’O%. Lortogonale () e ricavata per ribaltamento del pia-
no prolettante 2 in 2’ e, sapendo che 2 e ortogonale a tutte le rette di xy
e quindi anche alla OH, in questo ribaltamento 2z si porta in (2), conser-
vandosi ortogonale ad H(O). La parallela per B.-,-_w- alla O’(O) individua il
punto / sulla parallela alla () condotta per B’; la B’-1 ¢ la vera dimensio-
ne dell’altezza del cilindro, da leggere alla scala grafica adottata su .
Vogliamo sezionare il cilindro con un piano generico di cui siano dati un
suo punto £’ appartenente alla generatrice £°F S del cilindro e la proie-
zionet . dellasuatraccia suxy. LafE C  intersecalac . .nelpunto
3elat - in Z; la corrispondente sul piano e la 2-F’, la quale interseca la
C 5 C’InC’, omologo di C ., hellomologia di asse ¢ L, € Centro improprio
.y © - Al 3 corrisponde il 4; notiamo che C-r:w' e centro di simmetria per
1 punti dell’ellisse di base suxy, e C’lo e per gli omologhi dell’ellisse sezio-
ne su a; procediamo con la t_’j—‘lw.—c’i—ﬁ—C "e siottiene 1l 7 e il simmetrico §.
Sono punti notevoli quelli della sezione appartenenti alle generatrici di
contorno apparente; la A‘{_M.-S-Q-fa’i ricava A'a; questo e il simmetrico B 'a
sono punti di tangenza. ll diametro della sezione [ 1- C -12 parallelo ad xy
sirichiamaaC_ -10paralleloat s il diametro di a ortogonale al predet-
to e di massima pendenza e la sua proiezione su.xy € ortogonale alla ¢ - In
prolezione si deve considerare la direzione coniugata allaC' | -10.
Per ottenere cio consideriamo la C™-13 parallelaalla C | -10,1a 13-14-C",
la C’-15 ortogonale alla C-14,1a 15-16 e la direzione /6-C’ coniugata alla
(’-13.5i considerala 17-C __w.-f 8 parallela alla 716-C’; seguono la /8- C’-19

A




9/ Protezione di una sfera ed individuazione di meridiani e paralleli.

e 1120, simmetrico del 19; 1l 19- C -20 é il diametro di massima pendenza
dell'ellisse sezione e a’; il 20 ¢ il suo punto piu basso, piu vicino alla t. €
il 19 e il piu alto, il piu lontano dalla L., letangentiin 20 e in 19 risulta-
no nellarealta parallele alla? e inproiezione paralleleallat ’;sono pun-
t1 notevoli. Possiamo raccordare 1 numerosissimi punti ricavabili seguen-
do le vie illustrate, ma dobbiamo temere la fatica, I'imprecisione, la confu-
sione; 1l computer non ci aiuta, poiché dobbiamo fornire gli assi della ea ’;
e possibile ricavarla, anche per diverse vie, che qui non si presentano: una
di esse e descritta dal prof. Michele Inzerillo in diverse sue pubblicazioni.

La sfera e le sue sezioni notevoli

Un cilindro tange una sfera secondo una sua circonferenza massima di
glacitura ortogonale alla direzione dell’asse del cilindro, che contiene il
centro della sfera (fig. 9); se tale asse e ortogonale a , la sua interse-
zlone con m e una sezione parallela a quella di contorno apparente e
quindi una circonferenza, il cui diametro e quello della sfera.
Qualunque sia la posizione della sfera, relativa ad 2y ed a &, la proiezio-
nec, .della circonferenza di tangenza non cambia; la precisa ricostru-
zlone spaziale, se e necessaria, non puo prescindere dalla quota del cen-
tro C della sfera. Posizioniamo la proiezione della quota C ’C_w, e ricor-
diamo che tale quota e ortogonale a xy, e parallela all’asse 2 , non e pa-
rallela a e vi s1 proietta accorciata. La circonferenza di contorno ap-
parente ¢_ " hail centro in C’ ed il diametro orizzontale in vera grandez-
zaA,’'C’B, ’paralleloallat :anche laproiezioneA  °C °B " della
sua proiezione su xy risulta parallela alla L Il piano che contiene AW"‘-
C”B{Jq’ eA ’.GI_U }Bﬂq ., €ortogonale ad xy, parallelo a z e seziona la sfe-
ra secondo una circonferenza che non e quella di contorno apparente.
[1 suo diametro, che abitualmente e sede dei poli, essendo parallelo a 2,
sl accorcla e la proiezione del poli non sta sulla circonferenza di contor-
no apparente. Inoltre, la sezione massima orizzontale, ovvero la circon-
ferenza equatoriale, la C e parallela a xy e su s si proietta secondo una
ellisse, 1l cul asse maggiore e A, 'C’B, ’ e I'asse minore dipende dal rap-
porto omologico, graficamente dato da HO’O*, ossia, dall'inclinazione
della H (O), dall'angolo (O )HO*. La C’-1 e parallela alla (O );1a 1-2 de-
finisce I'estremo dell’asse minore, ossia del diametro di massima pen-
denza dell’equatore; I'ellisse e costruibile; la C°(N) € parallela alla (2); la
(N )N’ ricava la proiezione del polo superiore; il simmetrico rispetto a C’
individua 1l polo inferiore; il polo N risulta in vista, e I'altro e nascosto.
S1 vuole disegnare un parallelo di giacitura xy; guardiamo 'asse polare ri-
baltato C°(N); 1l centro ribaltato del parallelo sia il punto 3; la sua distan-
za dal centro e C’-3; a tale distanza il raggio non e C’-1, bensi 3-4; il 4 ap-
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pare in 5. Il semiasse minore in proiezione va da 5 a 6 e attraversa il piano
del contorno apparente in 7; I'orizzontale condotta per il 7 contiene i pun-
tiditangenza 8,9, fralac ’elac . Lasse maggiore della proiezione (IF’ del
parallelo considerato e sull’'orizzontale peril 3 ; il semiasse 6-10 e paria 3-
4; avendo ricavati tre estremi degli assi, 10, 11,5,la c_’ e costruibile. Vo-
gliamo ottenere la proiezione di un meridiano, cioe della circonferenza se-
zione di un piano ortogonale a quello equatoriale, e contenente l'asse dei
poli. In proiezione, sia comune all’equatore e al meridiano il diametro 712-
C’-13; nel piano meridiano, il diametro N’-C’-S’ é coniugato al 12-C’-13;
cio basta per costruire I'ellisse ¢ ’, utilizzando I'omologia affine obliqua, ma
non tramite il computer, perché servono gli assi. Si possono ricavare, ma
per 1l meridiano che attraversa il contorno apparente puo determinarsi un
asse, che contiene i punti di contatto; si ricava sul piano equatoriale la 7 6-
C’ coniugata alla /12-C’, tramite la 12-14,la 14-C’,1laC-15,ela 15-16.

Si riconosce una terna di assi 16-C’, 12-C’, N’-C’; la traccia comune al
piano del meridiano ed a quello del contorno apparente e ortogonale al-
laC’-16, contiene C’ ed e il diametro 17-C’-18. Lomologia affine ortogo-
nale di asse /7-18 legalac ’allac ’; omologo del 12 e il 19; sul raggio
(’-20 ortogonale all’asse maggiore /7-18 siricava il semiasse minore; si
conducono la 20-21 parallela alla 19-C’ e 1a 21-22 parallela alla C*-12; C*-
22 e 1l semiasse minore; I'ellisse meridiana si puo ottenere al computer.
Osserviamo ancora che fra il meridiano e 1l parallelo si ha la corda comu-
ne 23-24; le linee intere si riferiscono solo a quelle o a quelle parti che
risultano in vista; il resto ¢ a linea punteggiata. Riflettiamo sulla ipotesi
di non assegnare la prolezione C__,_H"'; sl puo lavorare su una sfera senza
collegamenti al sistema di riferimento, risolvendone parecchi problemi;
che succede ipotizziamo a posteriori la ubicazione della €’ sulla verti-
cale per C’? E se tale punto, per una indecisione estemporanea, lo muo-
viamo in su o in gin? Limmagine realizzata si conserva inalterata e vali-
da, resta ferma, non occorre modificare nulla. Ma, allora, ferma restan-
do I'immagine, cosa succede? Se C°C "’ cresce, la sfera si e innalzata ma
contemporaneamente si € avvicinata, € avanzata, e, non essendo pro-
spettiva, la sua immagine non si sposta, trasla ortogonalmente a .
Volendo discutere sulla sfera e non proprio su quella sfera, possiamo fa-
re ameno diC m’; ma se la rappresentazione presenta all’analisi percet-
tiva la proiezione di altri corpi, e assolutamente errato esimerci dal de-
finire Clm"'} fondamentale elemento per capire chi e piu vicino o piu in al-
to, per controllare le interrelazioni fra le presenze nell'ambito spaziale
esposto. Infine, 1a proiezione della sfera e dell'equatore suxy € la stes-
sa ellisse equatoriale, che viene traslata sulla giacitura definita dalla pro-
iezione della proiezione del centro C della sfera.




10/ Proiezioni su un piano generico.

Ribaltamento di un piano generico

Proponiamoci di rappresentare un volume prismatico retto poggiato sul
p1ano generico «; il riferimento € dato da O’ e dalla terna xx’, yy’, 2’ (fig.
10); il quadro x € definito dalle tracce 7', 7' ,T', degli assi e dalle tracce
ol te del piani coordinati; si ricavano H, (O), O*.

Del piano a sono date le proiezioni delle tracce sui piani coordinati, le .tm’,
IH:’, t. ', quelle delle tracce con gli assi, T' ’, Tﬂ’, T" " e la traccia su m, la
t che contiene i punti / e 2 di intersezione delle tracce del piano con le
tracce dei piani coordinati. Per disegnare la proiezione di una data figura
di &, occorre ribaltare a su x, ruotando a intorno alla ¢, disegnare la figu-
ra ribaltata, in vera forma e grandezza, e, per omologia, ricavare la proie-
zione.

Consideriamo il punto 7' ’; appartiene ad e ax; se, punto dix, ha da x
la distanza pari ad O’O*, collocato dietro &, e 7' _ha distanza nulla, 7"’
ha distanza paria 7’ -3, definita sulla O* T’ , per intersezione con la pa-
rallela alla O’0O* condotta per 7' ’. Ruotando intorno alla ¢_i punti de-
scrivono archi con giacitura ortogonale all’asse; i punti ribaltati si ritro-
vano sulle ortogonali all’asse a distanza pari al raggio di rotazione; tale

raggio per il punto 7'’ si costruisce in 4-9, ipotenusa del cateto 7' -4 or-
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togonale allat e del cateto T’ -5 =T -3. Larco risulta evidenziato in
5-0, per avere ribaltato il suo piano, ortogonale alla ¢ intorno alla sua trac-
cia4-T .-4-6-7;1aT -3 haunadirezione diversa;il 6 ¢ il ribaltato di quel
punto che si proiettain 7" ’; 1 6 € omologo di 7’ ’ nell'omologia affine orto-
gonale di ribaltamento avente I'asse in ¢ . Disegnata a trattini la figura 8-9-
10-11-12-13 di *, per omologia si ricava in proiezione la corrispondente
figura 15-19-20-21-22-23 utilizzando diverse vie omologiche; in origine ci
appoggiamo alle rette omologhe 6-1.3-14-15; poi si utilizza la direzione pa-
rallela all’'asse, ricavando /3-16 e 15-17;segue la 11-16-12-18 e sulla 18-
I7siottengono il 19 el 20. 1120-21 e parallelo al 15-19 e il 21-22 e paral-
lelo al 19-20, cosi come 1l 15-23. Adesso siriporta, a parte, parallela alla 5-
7, che e ortogonale alla 4-5, l'altezza (h ) = 24-25, In vera misura; la proie-
zione della 5-7 ela 7-T e per analogia la /2’ si ottiene in 24-26 ortogona-
le all'asse di omologia, per proiezione ortogonale sulla 24-26, come dire
parallela alla ta. Il segmento 24-26 si riporta sui vertici della base inferio-
re appartenente ad a; si ottiene la base superiore, parallela ad a, definita
dai verticl 27-28-29-30-31-32.

(zl1 elementi, iInteramente o parzialmente non in vista, sono rappresen-
tatl con linea punteggiata.




